Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University of Michigan 

Preservation Office 

Storage Number: 



ACV3394 

ULFMTBRTaBLmT/C DT 07/19/88 R/DT 07/19/88 CC STATmmE/Ll 
035/1: : | a {RLIN)MIUG86-B39122 
035/2: : | a {CaOTULAS)160648888 
040: : I a RPB | c RPB | d MiU 
041:1; lager |hita 

100:1 : I a Cremona, Luigi, | d 1830-1903. 

245:00: | a Elemente der projectivischen geometrie, | c von Prof. L. Cremona. 
Unter mitwirkung des Verfassers übertragen von Fr. R. Trautvetter. Mit 214 
Figuren im Text. 

260: ; |a Stuttgart, |bJ.G.Cotta, |cl882. 
300/1; : | a xxiii, 311, [1] p. |bdiagrs. |c23cm. 
504/1: : [ a Bibliographical foot-notes. 
650/1:0: | a Geometry, Projective 
700/1:1 : | a Trautvetter, Fr. R., | e tr. 
998: : |cRSH ls9124 



Scanned by Imagenes Digitales 
Nogales, AZ 

On behalf of 

Preservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date work Began; _ 
Camera Operator: . 



y Google 



y Google 



y Google 



ELEMENTE 

PRÖJECTmSGHEl CEÖlEfiE 



Prof. L. CREMOKÄ, 

DIR-RCTOR DER INGENIEURSCHULE IN ROM. 



UNTER ÜIITWIRKUSG DES VERFASSERS L'UEIITRAÜEN VON 



3Iit 21^ Figuren im Text. 



STUTTGART. 

Verlag der J, G. COTTA-schen BochliEiiicllung, 
1882. 



yGoosle 



y Google 



Vorwort des Verfassers. 
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Dieses Buch ist iiiclit für Diejenigen bestimmt, welclie 
tlea hohen Bemf haben, die Wissenschaft zu fördern; sie 
würden darin weder neue Theorien noch neue Methoden finden. 
Alle Lehrsätze sind alt, mehrere gehen auf die Geometer des 
entferntesten Älterthuras zuiück. Man findet Spuren davon 
in Euclid (285 v. Gh.), in AiJoUonius von Perga (247 
V. Gh.), in Pappus von Alexandrien (4 Jalirhunderte 
n. Gh.), in Desargues von Lyon (1593 — 1662), in Pascal 
(1623—1662), in de la Hire (1640—1718), in Newton 
(1642—1727), in Maclaurin (1698-1746), in J. H. Lam- 
bert (1728 — 1777), u. s. w. Gewöhnlich nennt man die Theo- 
rien und Methoden , welche aus diesen Sätzen ein homogenes 
und harmonisches Ganzes herstellen, neuere Geometrie, 
weil sie von solchen Geometern ausgebildet und vervollkommnet 
wurden, die uns weniger ferne stehen, wie Cavnot, Brian- 
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IV Vorwort des Verfassers. 

clioii, Poncolet, Möbius, Steiner, Ciiasles, Staiidt,.., 
deren Werke in <lei- ersten Hälfte unseres Jalirliunderts ver- 
öffentlicht worden sind. 

Der einzige Zweck meiner Arbeit ist, die Kemitniss dieser 
so schönen nnd so nützlichen Theorien in den italienischen 
Schulen zu verbreiten. 

Man darf jedoch nicht glauben, dass in Italien nicht schon 
lobenswerthe Anstrengungen gemacht worden seien, sich mit den 
neuesten Forschungen der Geometrie auf dem Laufenden zu er- 
halten. Gr. Bellavitis war der Erste, wenn ich mich nicht 
irre, welcher der studirendeu Jugend, mit seinem Saggio di 
georaetria derivata *), den Weg dazu gebahnt hat; viele 
andere Schriften Hess er nachfolgen ; . in Neapel hat N. 
Trudi *i) die Fragen eines berühmten Programmes gelöst, 
welchem der Zweck zu Grunde lag, den Methoden der geo- 
metrischen Erfindung Aufschwung zu geben und sie zu ver- 
gleichen. Im Jahre 1854 führte die Universität von Pavia einen 
Curs über höhere Geometrie ein und als Italien seine poli- 
tische Unabhängigkeit wieder gewonnen hatte *^), wurde auf 
den Vorschlag des Professors Brioschi an allen unseren 
grossen Universitäten ein Lehrstuhl für jene Wissenschaft er- 
richtet. Der Verfasser hat dieselbe sechs Jahre lang in Bo- 
logna unterrichtet (1861 — 1866) und deren Methoden anf die 
darstellende Geometrie angewandt*^); später (1867) an die 

") Kuovi Saggi daW AcoEidemia, di Padova, yol. i". tlSSÖj, 
S. 343-288. 

'1) Pi !uzioiii lelative al piogramma di fic quistitnp £eometin,lie, 
proposto dol prof V llauti nell apiile 183J (Napoli 1840—1841) 

Ich oitire Bellavitis und Tiudi beispielsweise, ohne damit sagen 
EU wollen, ilasa nitht noch andeie italienische Geomelei «ich bis Eum 
heutigen Tage mit projectivischer Qeometiie be&ohaftigt haben Ich bitte, 
mich zam vorau? zu entschuldigen für die Namen, die ich nicht angc 
fuhrt habe, dei Leser sti hiemit versichert, i^ass es unab'ichÜiL-h ge 
sehieht, ich habe mir übrigens auch nicht die Aulgabe gestellt, ein hi 
otonscheq K^sumö nber die Fortschritte dei Wissenschaft aufiustellen 

i) In Neapel war die^ei Lehrstuhl durth J Btttteglini bcielzt 

dtssen WibsenechattliJikeit und desoen iibciten all gerne n hok nnt sind 

3) Dieoe Bahn wai schon \ m Andeien emge Ulla gen Melie Bei 
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technische Hocliscliule in Mailand versetzt und durch den 
Director, Herrn Brioschi, veranlasst, einen Curs über gra- 
phische Statik abzuhalten, fand er es nöthig, als unentbehr- 
liche Vorbereitung darauf, eine ganze Reihe von Vorlesungen 
der Geometrie der Lage oder der projectivischen Geo- 
metrie zu widmen*). So ist jedes Jahr eine gi'osse Zahl 
junger Leute mit den neueren Methoden vertraut gemacht wor- 
den und haben sie gelernt, dieselben auf die verschiedenen 
Theile des technischen Zeichnens anzuwenden. 

Das Alles genügte nicht; trotz der endlosen Fruchtbarkeit 
dieser Methoden sind sie so einfach, dass kein Thei! der Mathe- 
matik so leicht und mit so geringen Vorkenutnissen gelernt 
werden kann. Um sich davon zu überzeugen, hat man nur zu 
beachten, dass Staudt seine „Geometrie der Lage" (1847) 
schreiben konnte , ohne sich auf einen Begriff der Elemeatar- 
geometrie zu stützen. Wenn aber dieses vorzügliche Buch 
keine grössere Anerkennung erhielt, so geschah es, weil es 
gar keine Figuren mit sich führt und in einem besonders 
trockenen und gedrängten Styl geschrieben ist. Andere von 
demselben Gedanken geleitete Schriftsteller*') haben nach den 
Fundamentalbegriffen des Raumes, der Fläche, der Linie, des 
Punktes, der Geraden und der Ebene sogleich diejenigen der 
Collineatioü und der Reciprocität aufgestellt. Mit diesem 
Gedanken wird vielleicht bald auch die Fi'age über den ersten 
Unterricht in der Geometrie gelöst; so dass wir dann, wenn 
ich mich nicht täusche, eine Methode haben werden, die 
würdig sein wird, die alte von Euclid zu verdrängen. 



lavitis, Lezioni di geometria descrittiva (Fadova 1851). Dae vorzüg- 
liche Werk von Prof Fiedler dieDarBtelknie Geimetrie ILeipzi& 1871) 
ibt nach deubölben Gedanken abgetasat E Pidoi<i und A '"i>no 
haben eine italienische Uebersetzung dieses Weikea im den Uebia ich sn 
polytechnischen Schulen veroffentiicht 

') In Zürich hielt Professor Reye einen Curs über bcometiie dei 
Ldge", nm die Studirenden ant den UnteiTicht cm Profcisor Culmann, 
ien Schopfer der graphischen Statik, \orznbeieiten 

I) Z B E Mnllei Plemente dei Gennielr e «Iren"- s-\ tem-Lti h 
daiRe-itellt (Pnuns 1 •■ eig 1% !] 
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VI Vorwort des Verfassers. 

DicHC Eiiifadüieit der Lehren, welche die projectivische 
Greometrie ausmachen, diese Fasslicbkeit , welche sie fähig 
macht, in die Elemente der Wissenschaft einzudringen, ist 
in solchem Grade anerkannt, dass in allen Ländern namhafte 
Männer aufgestanden sind , um deren Aufnahme in den Eah- 
men der Schulpeusen zu verlangen. la dem gelehrten 
und thätigen Deutschland ins Besondere werden immer neue 
Bücher veröffentlicht, welche die projectivische Geometrie 
bald allein, bald mit der gewöhnlichen Geometrie, in immer 
einfacherem Kleide und auch dem weniger Begabten zugäng- 
lich machen. Diese für Gymnasien und Realschulen bestimm- 
ten Bücher zeigeo, dass die Neuere Geometrie jeden Tag 
mehr la den XJnterriclit der Mittelschulen eindringt, "Werke 
derselben Art, aber mit unbestimmterem Zwecke, werden 
auch in England und Frankreich publicirt. 



Dieses Lehrgebäude, dessen Anfangsgründe wir ausein- 
ander setzen wollen, hat verschiedene Namen erhalten. Ich 
will es nicht „Höhere Geometrie" heisseu, denn das, was 
einst „höher" hiess, ist heute höchst elementar, und auch 
nicht „Neuere Geometrie", welcher Name nur einen rela- 
tiven Begriff ausdrückt; wenn übrigens auch die Methoden 
als moderne angesehen werden können , so ist docli der Stoff 
grösstentheils ein alter. Der Titel „Geometrie der Lage", 
im Sinne Staudt'a % scheint mir ebensowenig der richtige zu 
sein, weil er die Betrachtung der metrischen Eigenschaften 
der Figuren ausscbliesst. Ich habe den Titel „Projectivische 



") Gleiebtiedeutend mit demjealgen von Descriptive Geometry von 
Cayley (Sixth MBmoir upon quantics in den Pliilosopliical TraoBactions 
of tlie Royal Society of London, 1859, S, 90). „Gdometvie de position" 
in dem Sinne lon Carnot entspriclit einer Auffassung, die ganz von der- 
jenigen verseil jeden ist, welclie ich mit dem Titel meines Bnclies aus- 
drSoken wollte. Ich berühre nur andere Namen, wie „Geometrie se- 
gmentaire" und „Oi'ganiaelie Geometrie", welche nach meiner Ansicht Mm 
Bpeciellen Begriffen entsprechen. Dagegen nmfasst die Benennung „Geo- 
metria, derivata" von Beilavitie ein grösseres Feld als die meinige. 
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Vorwort dea Verfassers. VII 

Geometrie'' gewählt ■•■), welcher die wahre Natur der Methoden 
ausdrückt, die wesentlich auf der centralen oder perspectivi- 
schen Projection beruhen. Ich bin in meiner Wahl dadurch 
bestärkt worden, dass der grosse Poiicelet, der Haupt- 
schöpfer der neueren Methoden, sein unsterbliches Buch mit 
„Tratte des proprietös projectives des tigures" (1822) be- 
titelt hat. 

Die Nomenclatur, die ich im Texte angewandt habe, ist 
dieselbe, welche ich seit vielen Jahren in meineu Schriften 
und öffentlichen Vorlesungen gebrauche. Es ist nicht die- 
jenige einer besonderen Schule; der eine Ausdruck rührt von 
Steiner, der andere vou Poncelet oderChasles; ich habe 
mich bemüht, diejenigen zu wählen, welche deu Begriffen 
selbst am besten entsprechen und welche sieh am leichtesten 
in unsere Sprache übertragen Hessen; ich habe im Uebrigen 
Benennungen gewissenhaft respectirt, die von den Schrift- 
stellern allgemein gebraucht werden. 

In der Entwicklung der Materie habe ich mich nicht 
darauf beschränkt, dem einen oder andern Verfasser aus- 
schliesslich zu folgen, vielmehr entlehnte ich Allen gerade so 
viel, als mir zu meinem Zwecke dienlich schien, welcher der 
ist, ein durchaus elementares und technisches Buch zu schrei- 
ben, das auch denjenigen zugänglich ist, die keine anderen 
mathematischen Vorkenntnisse besitzen als die ersten Elemente 
der gewöhnlichen Geometrie. Ich hätte, wie Staudt, alle 
Vorbegriffe übergehen können; in diesem Falle wäre aber 
meine Arbeit zu breit geworden, um sie Schülern technischer 
Anstalten zu widmen , die doch in den vorhergehenden Cursen 
die gewöhnlichen Elemente der Mathematik verarbeitet haben. 
Man bedarf nicht der ganzen traditionellen Geometrie, um 
dieses Buch verstehen zu können: es genügt, die Fundamen- 
tal -Sätze über den Kreis und die Aehnlichkeit der Dreiecke 
zu kennen. 



**) Siehe Klein, Ueber die soguriFumte Nicht-Euclidis che Geometrie 
(Göttinger Kaohrichlen, 30. Aiig-Lisl 1871), 
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VIU Vorwort des Verfaseera. 

ich habe geaagt, das Bncli soll einen techüischen Cha- 
rakter haben, es soll die Schüler r£töch dazu befähigen, die 
theoretischen Kenntnisse auf die Zeichnung anzuwenden. Ans 
diesem Grunde habe ich den graphischen Eigenschaften 
vor den metrischen den Vorzug gegeben; ich habe mich 
darum mehr an die Methode der Geometrie der Lage von 
Staudt als an diejenige der Göomötrie supörieure von 
Chasles angelehnt*); ich wollte indessen die metrischen 
Eigenschaften nicht ganz unberührt lassen, weil ein solcher 
Vorgang andere praktische Zwecke des Unterrichtes ge- 
schädigt hätte *'). Ich habe also den wichtigen Begriff des 
Doppel-Verhältnisses in mein Buch eingeführt, wo- 
durch es mir möglich geworden, gestützt auf die oben ange- 
führten wenigen Sätze der gewöhnlichen Geometrie, die nütz- 
lichsten metrischen Eigenschaften, die den projectivischen 
Figuren angehören oder innig mit ihnen verknüpft sind, n\ 
behandeln. 

Ich habe mich der Centraiprojection bedient, um den 
Begriff der unendlich fernen Elemente aiifzustelleu und, 
dem Beispiele Steiner's und Staudt's folgend, das Gesetz 
der Dualität an den Anfang des Buches gestellt, weil es 
eine logische Thatsache ist, die sich unmittelbar und selb- 
ständig aus der Möglichkeit ergibt, mit dem Punkt "oder der 
Ebene als Element den Raum zu construiren. Die Sätze und 
Beweise, die sich vennöge dieses Gesetzes paarweise ent- 
sprechen, habe ich oft in Doppelcolonnen gebracht; bisweilen 
aber habe ich auch diese Anordnung verlassen, um den Schü- 
lern Gelegenheit zu geben, sich in der Ableitung correlativer 
Sätze zu üben. Professor Reye bemerkt mit Recht in der 
Vorrede seines Buches, „es bietet die Geometrie Nichts, was 
„für den Anfänger so anregend wäre, ihn so zum Selbst- 



*') Vgl. Reye, Geometrie der Lage (Hannover, 1B66), S. XI der 
Vorrede, Von diesem vortrefflichen Werke erschien die zweite Auflage 
tlSTJ— 1880). 

*i) Vgl. Zeeh, die höhere Geometrie in ihrer Anwendung auf Kegel- 
selinitte nad Flächen zweiter Ordnnng (Stuttgart, 1857), Vorwort. 
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Yorwort des Vei'fassea's. IX 

„schaffen anspornte, wie das Gesetz der Eeciprocität; und je 
^früher er damit bekannt gemacht wird, desto besser." 

Die Anordnung des Stoffes, die ich vorgezogen habe, ist 
eine von den zahlreichen für den Schulgebrauch erdachten; 
doch hoffe ich auch für Diejenigen geschrieben zu haben, die 
es vorziehen, einen anderen Lehrgang einzuschlagen. Ich 
werde einige Beispiele geben. Schon von Anfang an wechsle 
ich zwischen den Lehrsätzen der ebenen Geometrie und der 
Raumgeometrie ab, weil mich die Erfahrung gelehrt hat, und 
Andere haben vor mir das gleiche bemerkt, dass die Betrach- 
tungen im Räume sehr oft das Mittel an die Hand geben, 
solche Partien leicht und anschaulich zu machen, die mit 
blosser Hülfe der ebenen Geometrie complicirt und schwierig 
darzulegen sind; zudem üben sie den Geist und fördern die 
Eüt\yicblung der geometrischen Vorstellungskraft, die für den 
Techniker von so hoher Bedeutung ist, indem er sieh die 
Figuren im Kaume ohne Zeichnung und ohne Modell vorzu- 
stellen hat; der Lehrer kann es auch für passend erachten, 
sich wenigstens in den Anfängen, in der ebenen Geometrie 
allein zu bewegen: er wird in diesem Falle ohne irgend welche 
Naehtheile einige Nummern des Buches *) übergehen können 
und sie später vortragen. Ich definire die Kegelschnitte als 
Projectionen des Kreises und übertrage, nachdem ich für diese 
Curve zwei Fundamentalsätze *i} bewiesen habe, diese Sätze 
auf die Kegelschnitte; dann entwickle ich an diesen die ganze 
Theorie der ein- und umschriebenen Polygone, diejenige der 
Pole und Polaren, ohne mich weiter mit dem speciellen Fall 
des Kreises zu beschäftigen. Mau könnte auch aus diesen 
beiden Hauptsätzen für den Kreis die Lehrsätze des Pascal, 
des Brianchon und des Desargues, sowie die Theorie der 
Pole ableiten und nachher das Ganze mit Hülfe der Projection 
oder der Coliineation auf die Kegelschnitte anwenden. Es 
ist kaum nothwendig, sich weiter über diesen Gegenstand 
zu verbreiten. Ist einmal der Stoff vollkommen beherrscht, 



") Ni-, lÖ, 20, 28, au, 31, 32, 41, 
*i) Nr. 108, HO. 
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so wird jetler Lehrer selbst sehen, welche VerUieihiiig ilim 
am besten zusagt; er wird auch von Jahr zu Jahr, je nach 
den Resultaten seiner eigenen Erfahrung, mehr das Wesent- 
liche von dem Unwesentlichen trennen. 

In einem Unterrichtscursus sind nicht alle Nummern 
meines Buches gleich wichtig und nothwendig. Der weise 
Lehrer wird leicht inne werden, dass die Zahl der Funda- 
laentalsätze eine sehr geringe ist und dass diese allein dem 
Gedäehtniss einzuprägen sind; alles Andere sind Folgerungen, 
besondere Fälle und Uebungen. Von diesen Letzteren hat 
man eine grosse Auswahl; die. einen können in der Schule 
behandelt werden, die andern zu Hause; es wird nothwendig 
sein, und das ist hier das Wichtigste, dass die Schüler täg- 
lich selbst Ableitungen und Lösungen finden, dass sie sich 
nicht auf die passive Rolle, die von dem Lehrer vorgetragenen 
Dinge anzuhören und zu wiederholen, beschränken, sondern 
dass sie zur Erörterung neuer Dinge selbst thätig zu sei«, 
angespornt werden. In dieser und keiner anderen Weise 
wird es gelingen, in ihnen die Liebe zum Studium anzu- 
fachen, und sie dahin zu führen, dass sie die so fruchtbaren 
Theorien der projectivlsehen Geometrie vollständig beherr- 
schen. Endlich ist noch darüber zu wachen, dass die theo- 
retischen Schlüsse, die an den Beweisen von Lehrsätzen und 
der Ableitung von Folgerungen gemacht werden, stets von der 
graphischen Ausführung der Auflösung von Aufgaben begleitet 
sei. Man kann hier wiederholen, was Monge für die dar- 
stellende Geometrie empfohlen hat % 

Das Meiste verdanke ich den epochemachenden Werken 
von Poncelet, Steiner, Chasles und Staudt*'); denn 

*) Es ist nothwendig (für den U]itertii,lit m diiatellender Geometrie), 
daea das Anhören dei Methoden von der Praxis und der Aiisfuhiiing be 
gleitet sei; so sollen eich die Schuler in den graphischen Conatiuctionen 
üben... (Programme de la GeomÖne desoiiptive] 

"1) Poncelet Tiaite des propriätea piojectives des figurc (.Paus, 
18S2). — Steinei, Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geome 
Irischer Gestalten \on einander, etc. (Berlin, 1832). Qesamm. Werlse, 
1. Bd., S. 238-460 (Beiliii, 13&1). - Chasles, Trei« de Göomfitrie su- 
-pÄrienvc (Paris, 1852), Traitfe lies sectioiis coniques (Paris, 18S5). — 
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Vorwort des Verlassers. XI 

«'ci' sich der Geometrie widmet, wird stet^ Keine ersten Stu- 
dien in diesen Werken machen; ihnen habe ich auch ausser 
dem Wesen der Methoden die Beweise vieler Lehrsätze und 
die Auflösungen der Aufgaben entnommen. Neben diesen 
Werken habe ich diejenigen von Apollonius, Pappus, De- 
sargues, de !a Hire, Newton, Maclaurin, Lambert, 
Carnot, Brianchou, Möbius, Bellavitis, . . . und . die 
. Neueren von Zech, Gaskiu, Witzschell, Townsend, 
Eeye, Poudra, Fiedler... zu Eathe gezogen. 

Um die Schwierigkeiten meines Unternehmens nicht noch 
grösser zu machen als sie schon sind, habe ich mich der Ver- 
bindlichkeit enthoben, beständig die Quellen, deren ich mich 
bediente, oder die ersten und eigentlichen Verfasser und Er- 
finder der verschiedenen Sätze oder Theorien, anzuführen. Man 
möge mich darum entschuldigen, wenn die angeführte Quelle 
nicht immer die erste ist '"), oder wenn das eine oder andere 
Citat gänzlich fehlt. Meine Citate sind nicht zahlreich; mein 
Hauptzweck dabei war immer der, die jungen Leute mit den 
Namen der grossen Geometer und den Titeln ihrer classisch 
gewordenen Werke bekannt zu machen. Indem ich gewissen 
Hauptsätzen die berühmten Namen von Euclid, Apollonius, 
Pappus, Desargues, Pascal, Newton, Carnot ... bei- 
fögte, wollte ich das Gedächtniss unterstützen, die Dinge 
selbst fest zu halten und jene wissenschaftliche Neugierde an- 
regen, die so sehr dazu beiträgt, unsere Kenntnisse zu er- 
weitern *•). 

Staudt, Geometrie der Lage (Nürnberg, 1847), Tdi übergehe stillschwei- 
gend andere Schriften dieser grossen Meister, sowie die Werlce des he- 
riihmten PlUoker und anderer Geometer (Seydewitz, Ööpcl, Weis- 
senborn, de Jomniiferes, Hesse, Paulus, Schröter, Geiser...), 
weil ich hei der Abfassung dieses Buclies nicht Veranlassung fand, aus 
ihnen zu schöpfen. 

*) Von den genannteo Autoren citire ich fast immer die allgemein 
bekannten Abhandlungen, obscion ihre Entdeckungen bisweilen anderen 
Orts veröffenthclit wurden. Die Arbeiten von Ohasles z. B. iiber die 
Theorie der Kegelschnitte gehen zum grossen Theil dem Jahr 1830 
voran; diejenigen von Staudt datwen von 1831 ete. 

"1) Ich habe oft die „Elemente der Mathematik" von BaUzer citivt, 
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XII Vorwort des Verfassers, 

Die gemachten Citate haben noch den weiteren Zweck, 
die Furcht derjenigen zu beschwichtigen, welche bei dem 
blossen Namen der projecti vischen Geometrie schon in Auf- 
regung gerathen, als ob es sich um neue Dioge handelte, die 
von bizarren Köpfen erfunden worden sind. Ich wollte sie 
überzeugen, daas die meisten dieser Dinge ein elirwürdiges 
Alter besitzen, von den Geistern der berühmtesten Denker 
gereift und seither auf jene ausserordentliche Einfachheit ge- 
bracht worden sind, welche Ger gönne als das Zeichen der 
Vollkommenheit für eine wissenschaftliehe Theorie betrach- 
tete '■'). In meiner Analyse werde ich in der Reihenfolge des 
in dem Buch enthaltenen Stoffes fortschreiten. 

Den Begriff der unendlich fernen Elemente 
verdanken wir dem berühmten Desargues, der vor 
mehr als zweihundert Jahren schon ausdrücklich parallele 
Gerade als solche betrachtete, die in unendlicher Ferne 
zusammenstossen *^) und parallele Ebenen als solche be- 
handelte, die durch eine und dieselbe unendlich ferne Ge- 
rade gehen *^). 

Derselbe Begriff wurde von Poncelet beleuchtet, dei- 
als Folge aus den Postulateu der Geometrie von Eiiclid zu 
dem fechlusbe kam, dasa die unendlich feinen Punkte des 
Raumes als ein und deiselben Ebene angehörend betrachtet 
weiden mu<!seü 'i 



loci TiLlit a[^ Uucmuliitllp irniei i m iei AI'; cht, in dem Studi- 
lenden den VVnnsth zu weUten, dieses ^ orziigliolie Lelu'buoli durchsu- 
studnen 

"1 Man kann aick nicht nlhmen, das letzte Wort einer Theorie 

gespiochen zu haben, so lange man aie nicht mit wenig Worten einem 
Voiiib ergehenden auf dei ''fiasse erllaien Laiin " (Oliaales, Apercu 
historif|iie, 8 115) 

^^1) OeuYres de Desargues, i-^unies et analysfe par M. Poiidra 
(Paris, 1864), t. I: Brouillon-projet d'une atteinte aux ävtoements des 
rencontres d'un cßne avec un plan (1639), 8. 104, 105 et 205. 

=2) Loc, oit. , S. 105—106. 

"^) Traile des proprietes projeetives des figures (Paris, 1822, Nr. 96 
et 560). 
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Vorwort des Verfassere. SI!1 

Desai'giies*) und Newton *i) haben die Asymptoten 
der Hyperbel als Tangenten angesehen, deren Berührungs- 
punkte unendlich fern sind. 

Die Collineation ebener Figuren wird in einigen äl- 
teren Werlten über Perspective, zum Beispiel in Lambert"'^) 
oder sogar in Deaargues *^) gefunden, welcher den Lehrsatz 
über perspectivische oder colliaeare Dreiecke und Vierecke 
ausgesprochen und bewiesen hat; der Lehrsatz über ilie Drei- 
ecke (Nr. 14) fällt übrigens dem Inhalte nach mit einem be- 
rühmten Porisma Euclids (Nr. 88) zusammen, das you Pap- 
pus*') übertragen wurde. Die Collineation der räumlichen 
Figuren wurde (unter dem Namen Homologie) zum ersten- 
mal von Poncelet**) betrachtet. 

Das Gesetz der Dualität wurde von Gergoune^^») als 
absolutes Princip ausgesprochen; wir verdanken es Ponce- 
let *') als Folge der Polarentheorie (principe de reciprocite 
polaire). 

Die geometrischen Gebilde (Punkte einer Geraden, Strah- 
lenbüschel) findet man, die Namen ausgenommen, in Desar- 
gues und den späteren Geometern. Steiner hat sie aus- 
drücklich definirt *8). 

Carnot *') hat das vollständige Vierseit betrachtet, 
Steiner **") hat dessen Begriff auf alle Polygone und die 
räumlichen Figuren ausgedehnt. 

Die harmonische Theilung war den Geometern des eut- 

*) Loc. lif,, 8. 210. 

*1) Philoaopliiae naturalia prindpia malliematica (166G), Budi I, 
Satz 11 , seol. 

"i) Freie Perspective, 3te Aufl. tZui-Joh, 1774). 

"3) Loc cit , 8 413 bis 416 

'*i) Chasles, Lee tiLia Inie'^ des pnvimies d'Eiiclide, elc. tParis, 
1860), 8. 102 

*ä) Loo cit , & 369 u toig 

«fi) Ännalea de Mathömatique'; t. XVI (Montpellier, 1836), S. 209. 

"0 Aanales de MatWmatJqups, t. YIJI (MonlpelUer, 1818), 8. 201. 

*«) Systematische Entwickelung S. XIII- XIV. Ges. Werbe, 8. 23'7. 

=9) De la ooirelBtion de« fici es de Geomttrie (Paris, 1801), S. 152 

*'lü) Lic ut S 7'» nni 235 J, 19, 55, 
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XIV Vorwort des Verfassers. 

ferntestcii Altertimms bekannt; man findet die Fuodamoiita!- 
Eigenschaftea derselben 2. B. in Äpollonius '')\ de la 
Hire *^) gibt die CoQStruction des vierten Elementes einer 
harmonischen Gruppe mit Hülfe der Eigenschaft des Vierseits, 
d, h. mit der ausschliesslichen Verwendung des Lineals. 

Seit 1832 hat Steiner die Constructionen der pro- 
jectivischen Gebilde gelehrt **). Die vollständige Theorie 
der Doppelverhfiltnisse verdanken wir M ö b i u s *^), aber 
schon Euclid, Pappus*'), D esar gu e s *=), Brian- 
chon *^) hatten den Fundamentalsatz (Nr. 54) derselben be- 
wiesen. 

Desargues '") ist der Schöpfer der Involutionstbeo- 
rie; von welcher einige besondere Fälle schon den griechi- 
schen Geometern bekannt waren *^, 

Die Erzeugung der Kegelschnitte mit Hülfe projectivischer 
Gebilde wurde vor vierzig Jahren durch Steiner u 1 Gl asles 
auseinander gesetzt; sie beruht auf zwei F nl nental 
Sätzen (Nr. 113, 114), aus welchen die ganze Lei le on diesen 
so wichtigen Curven abgeleitet wird. Dieselbe Eize g ng ent 
hält die organische Beschreibung von Newto ^) und ver 
schiedene Lehrsätze von Maclaurin, 

Im Alter von sechzehn Jahren (1640) hat Pascal den 
berühmten Lehrsatz von dem mystischen Sechseck *!") ge- 
funden, und im Jahr 1806 fand Brianchon den reciproken 
Satz von dem Sechseck mit Hülfe der Poltheorie (Nr, 117), 

") Conicorum, üb. I, 34, 36, 37, 38. 

«I) Seotiones conioaa (Parieiis, 1685), I, 20. 

""i) Lot", dt., S. 91, § 24. 

*S) Der bftrycentrische Caicul (Leipzig, 1827), Cap. V, 

"J) Colleotioties mathematicae, VII, 120. 

^i) Loc. cit., S, 425. 

'■'i) Memoire sur ka lignes du second ordre (Paris, JSn), Ö. 7. 

"-•) Loc. dt., S, 119, U7, ni, 176. 

"8) Pappna, Colkotiones mathematicae, lib. VII, S. 3"— öfi. 137, 
128, 130—133. 

"3) Loc. cit., Bach I, Lemma 21. 

10») Briefe von Leibnitz an M. Parier in den Werke* von B. Pys- 
cal (Ausg. Bossut, Bd. V, S. 459). 
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Vorwort dea Verfaasera. XV 

Die Eigenschaften des von vier Tangenten gebildeten 
Vierseits und der Vierecke der Berührungspunkte finden sich 
in dem lateinischen Anhang {De linearum geometricarum pro- 
prietatibus tractatus) zu der englischen Ausgabe (I-ondon, 
1748) der (nach dem Tode publicirten) Algebra von Mac- 
laurin, welcher daraus in mehreren Fällen, wo fünf Ele- 
mente (Punkte oder Tangenten) gegeben sind, die Construction 
eines Kegelschnittes vermittelst Punkte oder Tangenten ab- 
geleitet hatte. Alle möglichen Fälle wurden später von 
Brianchon aufgelöst. 

Der Gedanke, zwei projectivische Punktreihen auf dem- 
selben Kegelschnitt zu betrachten, ist in dem Saggio von 
Bellavitis (S. 270, Anmerk.) ausdrücklich auseinandergesetzt. 

Einen berühmten Lehrsatz (Nr. 246) über die Segmente, 
welche ein Kegelschnitt auf den Seiten eines Dreiecks be- 
stimmt, verdanken wir Carnot *). Gewisse besondere Fälle 
kannte man schon lange vorher*'). 

In der Freien Perspective von Lambert trifft man 
hübsche Constructionen , ura einige Aufgaben des ersten und 
zweiten Grades mit Hülfe des Lineals zu lösen, wobei jedoch 
gewisse Elemente als gegeben vorausgesetzt werden ; aber die 
Möglichkeit, alle Aufgaben des zweiten Grades mit Hülfe des 
Lineals und eines festen Kreises zu lösen, wurde von Pon- 
celet beleuchtet; später hat Steiner in einem köstlichen 
Büchlein die wirkliche Ausführung gezeigt (Nr. 184). 

Die Theorie der Pole und Polaren war schon unter ver- 
schiedenen Namen in den angeführten Werken von Desar- 
gues *'') und de la Hire *3) enthalten; sie ist von Monge '''''), 
Brianchon '^^) undPoncelet ausgebildet worden. Letzterer 



") USomÄtrie de position (Paris, 1803), Nr. 319. 

'I) ApolloBius, Conicorain, lib. III, S. 16-23. — Desargu 
loc oit,, S. 202. ~ De la Hire, Im. dt., Bd. V, S. 10, 12. - Nt 
ton, Bnumeratio lineai-um tertii ordinis (London. 1706), 8. 4, 

*2) Loc. cit., S. 164, 186, 190 u. folg, 

"3) Loc. cit., I, 21—28; 11, 23-30. 

''-i) Geometrie descriptive (Paris, 1795), Nr. 40. 

"5) Journal de l'Ecole Polyteohniciiie, oahier XUI (Paris, 1806). 
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XVI Voiwort dea Verfassers. 

hat diiraus die Theorie dev reciprok-polareii Figiiien gezogen, 
welche in Wiriilichkeit nichts anderes ist als das Diialitäts- 
gesetz, lias von ihm Princip der polaren Reciprocität 
genannt wurde. 

Die wichtigsten Eigenschaften der conjugirten Durchnvesser 
eßdlich sind von Äpollonius in den Büchern II und VII 
seines Werkes „Conicornm" auseinander gesetzt worden. 

Diejenigen, welche eine weitere und genauere Kenntniss 
von dem Fortschritte der Geometrie von ihren Anfängen his 
1830 (was für den Stoff dieses Buches genügt) erlangen wol- 
len, haben nur das classische Werk Apergu historique 
von Chasles zu lesen, 

MaiUnd, Novembn- lÖTS. 

Der Verfasser. 
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Vorwort des Uel)ersetzers. 



Die vorliegende deutsclio Aiisgalje ist in der Hauptsache 
eine Uebersetzung des italienischen Originals. Die freundliche 
Bereitwilligkeit, mit welcher mir HeiT Professor Cremona 
erlaubte, eine deutsche Ausgabe zu veranstalten, erstreckte 
derselbe jedoch auch dahin, diejenigen Veränderungen anzu- 
briiigeu, welche ihm am dringendsten iiothwendig erschienen; 
sie betreffen die §§ 2 und 3 über „Perspectivische Figuren" 
und „ CoUineation " nebst vielen weniger wesentiiclien Ab- 
änderungen in andern Paragraphen, Ferner sind auf seine 
Anregung hin zu den wichtigen Sätzen der Nummer 114 
die Chasles'schen Beweise durch diejenigeu von Herrn De- 
wuU ersetzt worden. 

Das italienische Original ist in erster Linie für die tech- 
nischen Hochschulen des Königreichs Italien bestimmt; die 
graphische Methode aber, deren sich der Herr Verfasser in 
seiner bekannten, meisterhaften Weise bedient, wird dem 
Werkclien ohne Zweifel aLicb in deutschen Anstalten Freunde 
verschaffen. 



Fr. R. Trautvetter. 
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Elemente der projectivischeii Geometrie. 



§ 1. Üeiinitionen. 

1. Kille „Figur" ist irgend ein Inbegriff von Punliteii, 
Geraden imd Ebenen; Gerade und Ebenen sind unbegrenzt 
zu deiilien, ohne Küclcsicht auf die begrenzten Theile des 
Raumes, weiclie von ihnen eingeschlossen werden. Unter dem 
Namen „Dreieck" z. B. muss man sicli ein System von drei 
Punkten und drei verbindenden Geraden denken; ein „Te- 
traeder" ist ein System von vier Ebenen und vier Punlvten, 
in denen je drei Ebenen sieh schneiden etc. 

"um eine gleiehmässige Beneanuag zu erzielen, bezeichne 
ich immer die Punlite di.iroh die grossen Buchstaben A, B, 0, , . . 
die Geraden durch die lileinen Buchstaben a, h, c, . . . die Ebenen 
durch die griechischen Buchstaben a, ß, y , ■ ■ ■; ausserdem be- 
zeichnet AB die Streclse, die von den Punkten A und B be- 
grenzt ist; A« bezeichnet die Ebene, welche durch den Punkt 
A und die Gerade a geht; «« ist der Punkt, in welchem die 
Gerade a die Ebene a durchdringt; aß ist die Gerade, bestimmt 
durch die Ebenen a und /?; ABO ist die Ebene der drei 
Punkte A, B, 0; <x ß y ist der Durchs cbnittspunkt der drei 
Ebenen u, ß, y; « . BC ist der Durchschnittspunkt der Ebene 
a und der Geraden BC; A . ß y ist die Ebene, welche durch 
den Punkt A und die Schnittlinie der beiden Ebenen ß und 
y gelegt wird; «Bc ist die Gerade, in welcher sich die Ebene 
K und die durch den Punkt B und die Gerade c bestimmte 
Ebene schneiden; A.ßc ist die Gerade, welche den Punkt A 
mit dem Durchschnittspunkt der Ebene ß und der Geraden c 
L. Crsmoiio, Elem. i, project. GBUnietrie. 1 
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2 Elemente der pyojectivischen Geometrie. 

verbindet; etc. Mit K.BC=A'wird angszeigC, daes der Puukt^ 
in welcheni die Ebene k von der Geraden B G geschnitten wird, 
mit dem Punkte A' ausammenfällt; w = ABC zeigt an, dass in 
der Geraden u die drei Punkte A, B, C liegen etc. 

2. Von einem festen Punkte S (Projectionsmittel- 
punkt) eine Figur (ABCD..., abcd...), die aus Punkten 
und Geraden zusammengesetzt ist, projiciren, lieisst: flie 
projicirendeii Geraden (StraJilen) SA, SB, SC, SB,... und 
die Ebenen (projieirenden Ebenen) S«, S!>, Sc, Sd... coii- 
strairen. Mau erhält so eine neue Figur, die aus Geraden 
und Ebenen zusammengesetzt ist, welche durch den Mittel- 
punkt S gehen. 

3. Eine aus Ebenen {aßyd...) und Geraden (_abcd ..) 
zusammengesetzte Figur durch eine feste Ebene ff (Transver- 
saSebene) schneiden, heisst: die Geraden oder Spuren 
au,aß,<iy,... und die Punkte oder Spuren öo, fff), uc,... 
constrniren. Aus dieser Construction ergibt sich eine neue 
Figur, die aus Geraden und Punkten zusammengesetzt ist, 
■welche in der Ebene a liegen. 

4. Eine aus Punkten zusammengesetzte Figur ABCD.. ■ 
aus einer festen Geraden s (Axe) projiciren, heisst: Die Ebe- 
nen sA sB, sC... consti'uiren. Die neue Figur ist also aus 
Ebenen zusammengesetzt, die alle durch die Axe s gehen. 

5. Eine aus Ebenen zusammengesetzte Figur ußyS... 
durch eine feste Ger»de s (Transversale) schneiden, heisst: 
die Punkte sa, sß, sy, sd ... constrairen. Die neue Figur 
ist also aus Punkten zusammengesetzt, die alle auf einer 
festen Transversalen s liegen. 

6. Ist eine Figur aus den Geraden a. (> , c . . . zusammen- 
gesetzt, die alle durch einen festen Punkt oder Mittelpunkt 
S gehen, so kann man sie aus einer Geraden oder Axe s 
projiciren, die durch S geht; daraus folgt eine Figur , die aus 
den Ebenen sa, s6, sc... zusammengesetzt ist. 

7. Ist eine Figur ans Geraden a, b, c... zusammenge- 
setzt, die alle in einer festen Ebene liegen, so kann man sie 
durch eine Gerade (Transversale) s schneiden, die in derselben 
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Ebene liegt; die Figui 
Punkten su, ,5&, sc . . 



ä 2. Perspectiviaelie Figuren. ü 

welche daraus hervorgeht, ist aus ihm 
zusammengesetzt '■'). 



§ 2. Perspectivische Tiguren. 

8. 'Betrachte man eine ans Punkten Ä , B , C , . . . nnd 
Geraden AB, AC,.., BC,... einer Ebene u bestehende 
Figur. Man projicire diese aus einem nicht in o- liegenden 
Mittelpunkt S, und schneide tlie Strahlen SA, SB, SC,... 
und die Ebenen SAB, SAG,.., SBC,... durch eine Trans- 
versalebene n' (Fig. 1). Dann biMen die Spuren der projici- 




renden Strahlen und Ebenen auf a' eine zweite, mit der ersten 
gleichartige Figur, Beide Operationen , durch welche die 
zweite Figur aus der ersten abgeleitet wird, ausführen, heisst: 
aus einemMittelpunkte S eine gegebene ebene Figur 
17 auf eine Bildebene a' projiciren. Die neue Figur a' 
heisst perspectivisches Bild oder Projeetion der ur- 
sprünglichen. Selbstverständlich: projicirt man aus S die 
zweite Figur <r' auf a, so wird die erste wieder entstehen; 
d. h. die erste Figur ist die Projeetion der zweiten aus dem 
Mittelpunkte S auf der Bildebene ö-. Die zwei ebenen Figuren 
<i. ff' heissen perspectivisch. 

a) Sind A', B', C, . . . die Spuren der Strahlen SA, SB, 
SC,. .. auf ff, so kann man .sagen, dass den Punkten A, B, 



'') Projiciren und Schneiden sind die beiiier 
öperolionen der projeoti vi sehen Geometrie. 
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4 Elemente der pi'ojeetivischeii ÜKometrie. 

C, , . . der ersten Figur die Punkte Ä', B', C, . ■ ■ der zweiten 
entsprechen, unter der Bedingmig, dass zwei entsprechende 
Punkte immer mit dem Mittelpunkte S in gerader Linie liegen. 
Beschreibt der Punkt A eine Gerade a in w, so beschreibt 
der Strahl SA eine Ebene Sa; ebenso durchläuft A' eine Ge- 
rade a\ den Durchschnitt der Ebenen Sa und a. Die Ge- 
raden a und a', in welchen die Ebenen d und a' von einer 
und derselben projieirenden Ebene durchschnitten werden, 
können also entsprechende Geraden genannt werden. 
Daraus folgt, dass den Geraden AB, AC, . , . BC, . , . die Ge- 
raden Ä' B', Ä' C, . . , B' C, . . . entsprechen , und dass den durch 
einen Punkt A von a laufenden Geraden solche Geraden ent- 
sprechen, welche den entsprechenden Punkt A' enthalten. 

b) Durchläuft der Punkt A eine krumme Linie in tr, so 
wird der entsprechende Punkt A' eine andere, der ersten ent- 
spreche nde, krumme Linie in a' beschreiben. Tangenten 
der zwei OuiTen in entsprechenden Punkten sind entspre- 
chende Geraden. Entsprechende Geraden schneiden die zwei 
Curven in entsprechenden Punkten, Zwei entsprechende Cur- 
ven sind also von derselben Ordnung*). 

c) Die zwei Figuren können ebenso gut durclr die gleich- 
zeitige Bewegung entsprechender Geraden a, a' erzeugt wer- 
den. Dreht sich a um einen festen Punkt A, so wird auch 
((' stets durch den entsprechenden Punkt A' gehen. 

Umhüllt a eine Ciirve, so wird «' analogerweise die ent- 
sprechende Curve berühren. Entsprechende Lagen von a und 
(^ berühren die zwei Curven in entsprechenden Punkten. Den 
aus einem Punkte A kommenden Tangenten der ersten Curve 
entsprechen Tangenten der zweiten, welche durch den ent- 
sprechenden Punkt A' gehen. Zwei entsprechende Curven 
sind also von derselben Ciasse*')- 

9. Betrachten wir zwei entsprechende Geraden a, a' der 
perspectivischen Figuren <r, a'. Jeder in ihrer Ebene durch 

") Ordnung einer CuiTe iät die höchste Zahl der Punkte, worin 
sie durch eine willkürliche Ebene geBclinitten lyerden kann, 

"') Clasae einer ebenen Curve ist die höchste Zahl ihrer Tangenten, 
welche in einem. willkUrlichen Punkt zusammenlaufen können. 



y Google 



S %, Perspeolivisohe Figuren. 5 

S gelegte Strahl trifft a und a' in zwei eiitprech enden Pnnliten 
wie A und A' (Fig. 2). Dreht sich der Strahl um den Punkt S, 
so verändern sich gleichzeitig A und A' ; wird der Strahl nahezu 
parallel a, so nähert sich der Punkt A' dein Punkte I' (ge- 
meinsamer Punkt für a' und die (ierade durch S parallel a) 
und der Punkt A entfernt sich unaufhörlich. Damit die Eigen- 
schaft, dass einem Punkte von a' immer auch ein Punkt von a 
entspricht, fortbestehe, sagen wir, es habe die Gerade a im 
Unendlichen einen Punkt I, mit welchem der Punkt A zu- 



sammenfällt, wenn A' mit 1' zusammonfällt , d. h. wenn der 
um S bewegliche Strahl mit a parallel wird. Die Gerade a 
hat einen einzigen Punkt im Unendlichen, vorausgesetzt dass 
duvch S ein einziger Strahl parallel zu a geht*). 

Der Punkt I', das Bild des unendlich fernen Punktes I 
heisst Fluchtpunkt oder Grenzpunkt. Ebenso hat die 
Gerade a' im Unendlichen einen Punkt J', welcher dem Punkt 
J entspricht, wo a von der Parallelen zu a' geschnitten wird. 

Zwei parallele Geraden haben denselben Punkt im Un- 
endlichen. Alle Parallelen zu derselben Geraden müssen so 
angesehen werden, als haben sie im Unendlichen einen ge- 
meinsamen Punkt. Zwei Geraden, die in derselben Ebene 

'') Grund hypothese der euklidisolien Geometrie. 
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(J Elemanle der jji-cjcctivisclicii Geomclrie, 

liefjeu, haben immer einen gemeinsamen Punkt (in endlicher 
oder unendlicher Ferne). 

lü. Wenn nun die Gerade a alle möglichen Lagen in der 
Ebene g annimmt, so wird die entsprechende Gerade a' immer 
der Durchschnitt der Ebenen <r' und Sa sein. Indem sich a 
bewegt, erzeugt der Strahl SI (parallel a) eine Ebene rt, 
welche a parallel ist und der Punkt I' beschreibt die Gerade 
71 a, welche wir «" heisseu wollen. Die Gerade i' ist also der 
Art, dass einem beliebigen ihrer Punkte ein unendlich ferner 
Punkt der Ebene a entspricht und der auch der Ebene n 
angehört. 

Wir wollen annehmen, dass der geometrische Ort dieser 
unendlich fernen Punkte (der Ebene a) eine Gerade i ist, 
weil sie der Geraden i' der Ebene a entspricht und als Durch- 
schnitt der Ebenen ji und a angesehen werden kann; so gilt 
allgemein, ohne Ausnahme, das Gesetz, dass jeder Geraden 
der Ebene a' eine Gerade der Ebene a entspricht. 

Die Ebene <j hat eine einzige unendlich ferne Gerade, 
weil durch den Punkt S eine einzige Ebene geht, die parallel 
(T ist. Die Gerade i'. das Bild der unendlich fernen Geraden 
(i), heisst die „Fluchtlinie" oder „Grenzlinie". Sie ist 
parallel zu a a. 

Ebenso hat die Ebene a' eine unendlich ferne Gerade, 
welche dem Durchschnitt der Ebene a mit der Ebene «' ent- 
spricht, die durchs parallel mit o gelegt wird. Zwei paral- 
lele Ebenen haben dieselbe Gerade in unendlicher Ferne ge- 
mein. Alle Ebenen , die derselben Ebene parallel gehen, 
müssen so angesehen werden, als gehen sie durch eine feste 
unendlich ferne Gerade. 

Ist eine Gerade einer Ebene parallel, so gebt die unend- 
lich ferne Gerade der Ebene durch den unendlich fernen 
Punkt der Geraden. Sind zwei Geraden parallel, so treffen 
sie denselben Punkt der unendlich fenien Geraden der Ebene, 
welche durch sie bestimmt ist. 

Zwei Ebenen schneiden sich immer in einer Geraden (in 
endlicher oder unendlicher Ferne). 
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g 2. Perspectiv! sehe Figuren. 7 

Eine Gerade luid eine Ebene fdie niclit durch jene geht) 
treffen sich immei' in einem Punlite (in endlicher oder uii- 
endlicher Ferne). 

Drei Ebenen, die nicht durch dieselbe Gerade gehen, 
hahen immer einen gemeinsamen Punkt (in endlicher oder 
unendlicher Ferne). 

11. Leiirsatz. Sind zwei ebene Figuren ABC,,.. 
A'B'C... (Fig. 1), die in verschiedenen Ebenen rr und 
a liegen, perspectivisch, d. h. convergiren die Strah- 
len AA', BB', GC ... in einem Punkte S, so schneiden 
sich die entsprechenden Geraden AB und A'B', AC 
und A'C... BC und B'C... in Punkten, die auf der- 
selben Geraden, nämlich der Durchschnittslinie der 
beiden Ebenen g und u liegen. 

Ist M ein Punkt der Geraden aa und geht eine Gerade 
a der Ebene g durch M, so wird auch die entsprechende Ge- 
rade a' durch M gehen ; in der That sind die beiden Geraden 
a und o' die Durchschnittslinien derselben projicirenden Ebene 
mit den beiden Ebenen o und a'\ die drei Geraden (}a\ a 
und a' convergiren also in einem Punkte, der den drei 
Ebenen gemeinsam ist. 

Die Gerade na ist der Ort der Punkte, die sich seihst 
entsprechen. 

Die Grenzgerade %' auf der Ebene er' ist der Geraden 
ffff' parallel, denn i' und die entsprechende Gerade i, welche 
ganz in unendlicher Ferne auf g liegt, müssen sich auf aa 
schneiden. 

Ebenso ist die Grenzgerade j der Ebene g parallel mit ö- a. 
Ist jede Figur ein Dreieck, so lautet der Satz, wie folgt: 
Liegen zwei Dreiecke ABO und A'B'C in zwei Ebenen 
c und ff', so dass die Geraden AA', BB', CG' durch einen 
gemeinschaftliehen Punkt S gehen, so schneiden sich je zwei 
entsprechende Seiten BC und B'C, CA und CA', AB und 
A'B' in Punkten der Geraden oa. 

12. Lehrsatz. Umgekehrt, wenn den Punkten A, B, 
C . . . und den Geraden AB. AG, BC , . . einer ebenen 
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8 Elömenle der jirojectivi sehen Geometrie. 

Figur rr, in derselben Aufeinanderfolge, die Puiilcte 
A', B', C... un d die Geraden Ä'B',A'G'...B'C'... einer 
andern Figur tr' *J in der Weise entsprechen, dass 
sieh die entsprechenden Geraden AB und Ä'B', AC 
undA'C'...BC und B'C ... auf Punkten der Durcli- 
schnittslinie. beider Ebenen a und a' {rrs') schnei- 
den, so sind die beiden Figuren perspeetivisch. 
In derThat, sei S der den drei Ebenen AB . A'ß', AC.A'C, 
B C . B' C gemeinsame Punlit, so couvergiren die drei Kanten 
AA', BB', CC des von denselben Ebenen gebildeten Drei- 
kants in S. Ebenso schneiden sich die drei Ebenen AB . A'B', 
AD.A'D', BD.B'D' in einem Punkte, welcher den Kanten 
AA', BB', DD' gemeinsam ist und dieser Punkt ist wieder 
S, da die zwei Geraden AA', BB' genügen, um ihn zu be- 
stimmen. Es gehen also alle die Geraden AA', BB', CC, 
DD'... durch denselben Punkt S ; oder die beiden gedachten 
Figuren sind perspeetivisch und S ist ihr Projectionsmittel- 
punkt (Centmm). 

Ist jede Figur ein Dreieck, so hat man den Satz; 
Liegen zwei Dreiecke ABC und A'B'C in zwei Ebenen 
<T und a\ so dass sich je zwei Seiten B C und B' C, C A und 
CA', AB und A'B' in Punkten einer Geraden (ö-w) schnei- 
den, so gehen die Geraden AA', BB', CC durch einen ge- 
meinsamen Punkt S. 

13. Lehrsatz. Wenn zwei D r c i e ck e A, B, Cj u ii d 
AjBjCj in einerlei Ebene u liegen und diedrei Ge- 
raden ÄjÄj, B[B.2, 0, Cj sich in einem und demselben 
Punkte schneiden, so liegen die drei Punkte, in 
welchen je zwei Seiten £,0, und 6.^0^, OiA, und C2AJ, 
A,Bi und AjBj sich schneiden, in derselben Geraden. 

Durch den Punkt 0, der den Geraden AjAj, BiB^, C, Cj 
gemeinsam ist, legen wir ausserhalb der Ebene a irgend eine 
Gerade, auf welcher wir zwei Punkte Si und Sj nehmen. 
Projiciren wir das Dreieck A|B, C^ von S, aus, und das Dreieck 

*) Die Ebeaen cS und <f' sind als versobieclene anzueehen. 
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§ i, Pei'spectiviselie Figuren. tf 

AjBjC.^ von S:j aus. Die Punkte Aj, A^, 0, S.^, S^ liegen in 
(lei'selben Ebene, also schneiden sich S,A] und SjÄ^ m A), 
ebenso Sj B, und SjB^ (in B), ebenso Sj C, und S.j C^ {in C). 
So ist das Dreieck ABC perspectivisch zu Aj B, C, und zu 
A^B^C^. Die Geraden BC, B^C,, B^C, sclmeiden sich paar- 
weise und lanfiui darum in einem Punkte A^ zusammen*}. 



Ebenso laufen CA, Cj Ä^ und AjC^ in einem Punkte B,, zn- 
samnien, und AB, BjA,, ÄjBj in 0^. Die drei Punkte A,,, 
Bji, Cp liegen auf der Geraden, die den beiden Ebenen ö- und 
ABC gemeinsam ist. Der Lehrsatz ist ajso bewiesen. 

U. Lehrsatz. Wenn zwei Dreiecke A, B, Cj und 
A.2BjC:j in einerlei Ebene <t liegen und die Eigen- 
schaft haben, dass sich die Seiten B, C, und B^C^, 
C, Ä| und CjAj, Ä| B, und A^^B^ paarweise in drei 
Punkten A,,, Bu, Co einer Geraden schneiden, so 
laufen die verbindenden Geraden AiA^, B, Bj, C, C.^ 
der Eckpunkte durch einen und denselben Punkt 0. 

Legen wir durch die Gerade Ap Bo Co eine andere Ebene 
und projiciren darauf von einem beliebigen Centrura S, aus 

*) BC ist der Dtiroliaohnitt der Ebenen S, ß, C, und SjBjCj, die 
nicht zasammen fallen , d. li. die Geraden B C, B, C, und Bj 0, liegen nicht 
alle drei in einer Ebene. Die drei Ebenen B C . B, C, , B C . B, C, nnd 
B, C, .B,C; (oder «) schneiden sich in einem Piiukte A„. 
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JQ Elemente der projecti via eben Geometrie. 

das Dreieck A; Bj Cj. "Wenn die Projectioii ABC ist, so 
schneiden sich die Geraden BC, B, C, in dem Punkte Ao, 
durch welchen auch B^C^ geht; ebenso wird AC durch B,, 
und AB durch C,, gehen. Die Geraden AAj, B B^, C Cj 
schneiden sich paarweise, ohne dass sie übrigens alle drei in 
einer Ebene liegen; sie convergiren also in einem Punkte Sj. 
Die Geraden S, S^, AjA^ liegen in derselben Ebene, weil sich 
Sj Aj und S^ A,j in A schneiden, also schneidet S, S^ die drei 
Geraden A^A^, BjBj, Cj C^, d. h. diese drei Geraden Äj Aj, 
B| Bj, C, Cj treffen in einem Punkte zusammen, welcher 
der Ebene g und der Geraden S, Sj gemeinsam ist*). 

§ 3. Collineatiou. 

15. Es sind gegeben: eine Ebene a und eine andere 
Ebene o', die eine beliebige aus Punkten und Geraden be- 
stehende Figur enthält. Ausserhalb der gegebenen Ebenen 
nehme man zwei Punkte S, und Sj an und projicire aus jedem 
derselben, als Mittelpunkte betrachtet, die Figur a auf die Ebene 
a. So entstehen in a zwei neue Figuren, man heisse sie a^ 
und oj, welche die Projectionen einer und derselben Figur ff' 
auf einer und derselben Ebene g., aber aus verschiedenen 
Mittelpunkten , sind. Bezeichnen wir als entsprechende 
zwei Punkte Aj und A.^ oder zwei Geraden o, und a^ der 
Figuren wj und ff^, wenn sie die Bilder eines und desselben 
Punktes A' oder einer und derselben Geraden a' der Figur o' 
sind. Dann hat man zwei Figuren a^ und öj, in einerlei 
Ebene a gelegen, und so beschaffen, dass den Punkten Aj, 
Bi, C,,... und den Geraden A,B|, A, C,, . . . B, 0, ,. . . der 
einen die Punkte A^, B.j, Cj, . . . und die Geraden A^Bj, 
AjCj,.,, B2C^,... der andern entsprechen. Da zwei ent- 
sprechende Geraden von a und ffi in einem Punkte der Ge- 
raden ö-ff, und auch zwei entsprechende Geraden von u\ 
und (Tj in einem Punkte derselben Geraden aa sich schnei- 
den, so folgt daraus, dass drei entsprechende Geraden von 

"J Bftltzer, StereometrieS. ^^^^^■^^ör-DieSataeNr. Hund 12 ruhr«n 
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§ 3. Colliiieation. 1 1 

u'. ffj und ff^ ^'*^'^ i" einem uüd demselben Punkte sclniei- 
den, welcher als Schnittpunkt der Geraden von a' mit der 
Geraden o-u' bestimmt ist. Das heisst: zwei enteprechende 
Geraden der Figuren (r, und a.^ schneiden sich immer auf 
einer festen Geraden, der Spur von <t' auf a. Wenn ausser- 
dem A, und Aj zwei entsprechende Punkte von u, und a-, 
sind, so haben die Strahlen SjA,, SjAj einen Punkt A' ge- 
mein, also liegen sie in einer und derselben Ebene: folglich 
schneiden sich A, A^ , Sj Sj in einem Punkte 0. So hat man also 
die Eigenschaft, dass jede Gerade, wie Aj Aj, welche zwei ent- 
sprechende Punkte der Figuren «Tj und a.^ verbindet, durch 
einen festen Punkt geht, welcher die Spur von Sj Sj auf 
G ist. Daraus schliessen wir: wenn zwei Figuren «r, und ö-^ 
die Projectionen einer und derselben Figur auf einer und der- 
selben Ebene aus verschiedenen Mittelpunkten sind, so haben 
diese Figuren alle Eigenschaften der perspectivischen Ge- 
bilde (8), obschon sie in einerlei Ebene liegen. Den Punkten 
und Geraden der ersten entsprechen eindeutig die Punkte und 
Geraden der zweiten Figur; zwei entsprechende Punkte liegen 
immer in einem Strahle, der durch einen festen Punkt geht; 
zwei entsprechende Geraden schneiden sich immer auf einer 
festen Geraden s. 

Solche Figuren beissen collinear oder homologisch 
oder auch perspectivisch; das Collineations- oder 
Projectionscentrum; s die Collineations- oder Pro- 
jectionsaxe*J. 

16. Lehrsatz. Es seien in einer Ebene a zwei Figuren 
ff.[ und ffj gegeben, so dass den Punkten Aj, Bj, C^,... und 
den Geraden A,B,, A,G,,... BiCi,... der einen die Punkte 
A.J, Bj, Cj,... und die Geraden AjB,, AjCj,... Bj C.^, , . . 
der andern eindeutig entsprechen. Wenn dieDurchsehnitte 
der entsprechenden Geraden in einer festen Ge- 
raden s liegen, so gehen die geraden Verbindungs- 
linien der entsprechenden Punkte durch einen 
festen Punkt o. 

") Staudt, Oponietrie der Lage, 89 und anderswo. 
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Beweis: Seien A, und A.^, Bj und B,, C, und C^ drei 
Paare entsprechender Punkte ; sie bilden zweiDreieclie A,E|C| 
und A.^B2C2, deren Seitenpaare Bj Cj und BjCj, C, Aj und 
CjÄ^, A,Bi und AjBj sicli in drei Punkten einer geraden 
Linie achneiden. In Folge von Nr. 14 laufen die Strahlen 
A,A.j, BiB.j, Cj C2 in demselben Punkt zusammen; aber es 
genügen zwei Strahlen A, Aj und B1B2, um diesen Punkt 
zu bestimmen; auf welche Art man immer das dritte Paar 
der Punkte C, C^ wählen möge, der Strahl CjC^ wird immer 
durch gehen. 

Die Figuren o-,, uj sind also coUinear; ist das Cen- 
trura, s die Axe der CoUineation. 

17. Lehrsatz: Wenn den Geraden a, b, c... und 
den Punkten ab, hc,.., 6c,.. einer Figur, in der- 
selben Aufeinanderfolge die Geraden a\ b', c', . . . 
und die Punkte a' b\ a'c\... b' c' einer andern Figur 
entsprechen, die in derselben Ebene liegt, wie die 
erste Figur, so daas die Paare der entsprechenden 
Punkte üb, a'b', ac, ci'c', ?>c, b' c' . . . mit einem festen 
Punkte in gerader Linie liegen, so schneiden 
sich die entsprechenden Geraden a und «', b und 
b', c und c' . . . in Punkten, die alle auf einer Geraden 
liegen. 

Beweis. Seien in der That a und a\ b und b\ c und 
c' drei Paare entsprechender Geraden ; da nach Voraussetzung 
die Geraden, welche die entsprechenden Eckpunkte der Drei- 
ecke aöe, a'b'c' verbinden, in demselben Punkte zusam- 
menlaufen, so folgt aus Nr. 13, dass die entsprechenden Seiten 
a und a', b und b\ c und c' sich in drei Punkten einer ge- 
raden Linie schneiden ; aber es geniigen zwei Punkte a a\ 
bb\ um diese Gerade zu bestimmen; sie bleibt also dieselbe, 
wenn man statt c und c' irgend zwei andere entsprechende 
Geraden betrachtet. Zwei entsprechende Geraden schneiden 
sich also immer auf einer festen Geraden, welche wir mit s 
bezeichnen wollen; folglich sind die gegebenen Figuren ciil- 
linear; ist das Centrum, s die Axe der Coltineation. 
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18. Es seien in einer Ebene a zwei colüneare Figuren 
(Ti und ffj gegeben: das Centrura, s die Äxe der CoUineation. 
Durch den Punkt und ausserhalb der Ebene a ziehe mau 
eine sonst beliebige Gerade, uac! auf ihr nehme man eiuen 
Punkt Sj, aus welcliem, als Projectionscentmm, die Yigvs (t^ 
auf eine neue, äurcb s willkürlich gelegte Ebene a projicirt 
werden soll. So erhält man in a' eine Figur A' B' C, . ■ ■ 
welche zu der gegebenen (t, = A, Ej C, . . . perspectivisch ist. 
Betrachtet man zwei Punkte A' und A^ der Figuren g' und 
(7,j, welche einem und demselben Punkt A, von w, zugeordnet 
sind, als entsprechend, so sind die Punkte und Geraden von 
a auf die Punkte und Geraden von <t.j eindeutig bezogen, 
und schneiden sich je zwei entsprechende Geraden, wie A'B', 
AjBj, auf einer festen Geraden a a' oder s. Folglich sind 
(Nr. 12) die Figuren n' und ö-.j perspectivisch und gehen die 

Strahlen A' Aj, B' B, durch einen festen Punkt S.j. üeber- 

dies schneidet jeder Strahl A' A^ die Gerade OS,, denn die 
Punkte A', A.j liegen in den Seiten S, A, , A; des Dreiecks 
OA, Sj. Die Sti-ahlen A'A,^, B'Bj liegen nicht alle in der- 
selben Ebene, weil die Punkte Aj, Bj, . . . willkürlich in der 
Ebene tr zerstreut sind; der Punkt Sj gehört also der Geraden 
OSj an. 

Hieraus schliesst man, dass zwei collineare Figuren auf 
Linendlich viele Arten als Projectioaen einer und derselben 
(in einer durch die Collineationsaxe gehenden Ebene liegen- 
den) Figur, aus zwei verschiedenen, geradlinig mit dem Col- 
lineationscentrum verbundenen , Punkten angesehen werden 
können. 

19. üebung. Gegeben dsLS Centram und die Axe s der 
CoUineation und zwei entsprechende Punkte A und A' (mit in 
derselben Geraden), die Figur zu construiren, die einer gegebenen 
Figur coUinear ist. 

Nehmen wir einen zweiten Punkt B der gegebenen Figur 
(Fig. 4). Um den entsprechenden Punkt B' zu erhalten, ist zu 
beachten, dass der Strahl B B' durch gehen muss, und 
dass sich die entsprechenden Geraden AB und A'B' 
(der einen und der andern Figur) auf der Axe ,< schnei- 



y Google 



14- Elemente der pvojectivi^clien Geüuielrie. 

den müssen; B' ist also der Schaittpiinkt von B und der Ge- 
raden, welche A.' mit dem Solmittpunkt von AB und s verbin- 
det *). Auf dieselbe Weise kann man eine beliebige Anzahl von 
Paaren entsprechender Punkte construiren; um die Gerade r' zu 
zeichnen, die einer gegebenen Geraden r entspricht, genügt es, 
den Punkt B' au finden, der einem Punkte B der Geraden r ent^ 
spricht und die Punkte B' nnd rs zu verbinden. 




Um den Punkt 1' zu finden ( Fluch tpun kt) , der dem unend- 
lich fernen Punkt I '^^^^^i^^f^^^g^^^^f einer gegebenen 
Geraden (eines von ausgehenden Strahles 1 z. B.) entspricht, 
wiederholt man die oben gegebene Construction des Punktes B'; 
d. h. man verbindet einen andern Punkt Ä der ersten Yigav mit 
dem unendlich fernen Punkt I von 1 (zieht also AI || Ol), 
verbindet A' mit dem Schnittpunkt von AI und s, verlängert 
bis I, so ist der Schnittpunkt der gesuchte Punkt 1'. 

Alle Punkte, die I' analog sind (und den unendlich fernen 
Punkten der gegebenen erst«n Figur entsprechen), fallen auf eine 
Gerade i', die parallel a ist; t" ist die Fluchtlinie der zweiten 
Figur. Vertauscht man in der vorhergehenden Construction die 
Punkte A und Ä' *i)i so erhält man einen Punkt J (Fluchtpunkt) 
der Fluchtlinie j der ersten Figur. 



") Diese Construction zeigt, daas, wenn B auf .< fsillt, B' mit B coin- 
eidirr, fl. h. dass jeder Punkt you s sich selbst entspricht. 

"I) Oder: Lege durch A' eine beliebige Gerade J'A', dann eine Ge- 
rade J A durch A und den Schnittpunkt von J' A' mit «, dui-<;li eine 
Gerade OJ' |1 A' 3\ der Schnittpunkt Ton OJ' und JA ist der Flucht- 
punkt J, und durch J eine Gerade i parallel s ist die Fluchtlinie der 
ersten Figur, 
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Punkte A,A' (Pig. 5, 



§ 3. CollineatJon, 



liehe statt der zwei entsprechenden 
entsprechende Geraden a, a', die sich 




auf s schneiden. Jeder durch gelegte Sti-ahl schneidet sie in 
zwei entsprechenden Punkten Ä, A'. Um die Gerade b' zu er- 
halten, welche der Geraden b der ersten Figur entspricht, genügt 
es, den Schnittpunkt 6 s mit dem Schßittpunkt von a' und dem 
durch und a b gehenden Strahl zu verbinden *). 

Es können auch dae Oentrum 0, die Axe s und die Plucht- 
linie j der ersten Figur gegeben sein {Fig. 6). Schneidet dann 
eine Gerade a der ersten Figur die Fluchtlinie j in J und die 




Axe s in P, so liegt der entsprechende Punkt J' in gleicher Linie 
mit J und in unendlicher Ferne von 0, aber auch auf der ent- 
sprechenden Geraden a', die ebenfalls durch P gehen muss, also 
ist a' II OJ. 

Um den Punkt A' au finden, der einem gegebenen A ent- 
spricht, musa man die Gerade a' zeichnen, welche der beliebig 



'■■) Es folgt daraus, das8 a' mit 
d. h, jede durch gehende Gerade < 



coinoidirt, wenn a durch geht, 
tspricht sich selbsl. 
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äurch A gezogenen Geraden a entspricht. Dann ist der Durcli- 
Bchnitt von a' mit Ä der gesuchte Punkt A'. 

Die Construetion der collinearen riguren vorausgesetzt, aeien 
das Ceatrum, s die Axe der OoUineation und j die Fluchtlinie 
der ersten Figur. 

In der ersten Figur sei ein Kreis gegeben [Fig 7, 
8, 9); diesem Kreise entspricht in der aweiten Figur eine Curve 
C, weiche wir constmiren können, indem wir durch obige Me- 
thode die Punkte und Geraden bestimmen, die den Punkten und 
Tangenten von C entsprechen. 

Zwei entsprechende Punkte M, M' der beiden Curven werden 
immer mit in derselben Geraden liegen, und zwei entsprechende 
Sehnen (d. h. die Geraden MN, M' W, welche zwei Paare ent- 
sprechender Punkte ^eibmden schneiden sich immei auf s; als 
speciellen Fall*), weiden zwei entsprechende Tangenten m, m' 
(das sind Tangenten in zwei entsprechenden Punkten M M') in 
einem Punkte von s zusammenlaufen 

Es folgt aus der Construetion dass die Cniie überein- 
stimmend mit dem Krei-^-e, die zwei folgfnden Eigenschaften be- 

1, Jade Gerade in ihrer Ebene schneidet sie in zwei Punk- 
ten, oder ist eine Tangente, oder hat keinen Pimkt mit ihr gemein ; 

2. durch einen beliebigen Punkt ihrer Ebene kann man zwei 
Tangenten an die Curve ziehen, oder eine einzige (wenn der 
Punkt auf der Curve ist) oder gar keine. 

Da nach Nr. 17 zwei collineare Figuren so ange- 
sehen werden können, als seien sie durch das Zusam- 
menlegen zweier perspectivischer Ebenen entstanden, 
so ist die Curve C nichts anderes als irgend ein ebe- 
ner Schnitt eines schiefen Kegels mit kreisrunder 
Basis. Dieser Kegel (Kegelfläche) \vird durch die Geraden ge- 
bildet, die von irgend einem Paukte (0) des Raumes aus die 
Punkte eines Kreises projiciren. Darum heisst die Curve C ein 
Kegelschnitt; die collineare Figur eines Kreises ist 
ein Kegelschnitt. 



''') Die Tangente in M wicd als die Gerade angesehen, "'eiche dnrc 
1 and den iinendHoh naheliegenden Punkl der Carte gelit. Boltzei 
'lanimelrie S. '^^' 



y Google 



^ 3. ColHiieation. 



Die Punkte der Fluclitlinie j entsprechen, den unendlich fernen 
Lnkten der zweiten Figur, Kun kann der Kreis C die Linie j 




in zwei Punkten J, Jj schneiden (Fig. 7) oder j in einem Punkte 
J berühren (Fig. 8) oder keinen Punkt mit j gemein haben (Fig. 9). 




Im ersten dieser Fälle (Fig. 7) wird die Curve C zwei 
Punkte J'i, J'j in unendlicher Ferne in der Eichtung der Ge- 
raden OJ,, J^ haben. Den beiden Geraden, welche den Kreis 
L. Cremona, Eiern, d. project. Geometrie. 2 
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in J] uiicT Jj berülireii. werden zwei Geraden ('respeotive parallel' 
mit OJ] und J^} entsprechen, welche so aogeseken werden 
können, dass sie die Curve 0' in den unendlich fernen Punkten 
J'i und J'j als Tangenten berühren. Diese beiden Tangenten, 
deren Berührungspunkte in nnendlioher i"erne liegen, heissen 
Asymptoten der Curve C, die selbst Hyperbel heisst. 

Im zweiten Fall (Pig. 8) hat C einen einzigen Punkt J' 
im Unendlichen; er muss als Berührungspunkt der Ourve mit der 
unendlich fernen Geraden j' angesehen werden, welche der Tan- 
gente i im Punkt J an den Kreis entspricht. Diese Ourve 0' 
heisst Parabel. 

Im dritten Fall (Fig. 9) hat die Curve C keinen unend- 
lich fernen Punkt und heisst Ellipse. Man zeigt auf ( 




Art, dass wenn in der ersten Figur ein Kegelschnitt G gegeben' 
ist, die correspondirende Curve 0' in der zweiten Figur eben- 
falls eiu Kegelschnitt sein wird. 

Das Collineationseentrum ist ein Punkt, der sich selbst ent- 
spricht und jeder Stralil, der durch dasselbe geht, entspricht sich 
selbst. Gebt also eine Gurve C durch (Fig. 10), so geht die 
entsprechende Curve C ebenfalls durch und die beiden Curven 
haben in diesem Punkte eine gemeinsame Tangente. In Fig. 10 
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ist ausserflem die CoUineatiousajte s und der dem Punkte A' 
Kreises entsprechende Punkt A ala gegeben vorausgesetzt. 




Ebenso ist jeder Punkt der C ollin eationsaxe sich selbst ent- 
sprechend; wenn also eine Curve der ersten Figur die Gerade ä 
in einem Punkte berührt, so berührt auch die entsprechende Curve 
der zweiten I'igur die Gerade s in demselben Punkte. In Fig. 10' 
geben wir uns einen Kreis, der vermittelst seiner Tangenten* 
coUinear umzuwandeln ist, setzen ausserdem voraus, die Colli- 
neationsaxe s berühre den Kreis und das CoUineationscentrum 
sei ein beliebiger Punkt und geben uns die Gerade a der zweiten 
Figur, die der Tangente a' des Kreises entspricht. 

Beachten wir zwei Specialfälle: 

1. Die Collineationsaxe s kann ganz im Unend- 
lichen liegen; dann sind zwei entsprechende Geraden immer 
parallel, oder, was dasselbe ist, zwei entsprechende Winkel 
sind immer gleich. In diesem Falle sagt man, dass die beiden 
Figuren ahnlich und ähnlich liegend oder homothe- 
tisch*) sind, und dass der Punkt der Äehnlichkeitspunkt 
ist. In zwei homotlietischen i'iguren entspricht immer ein Kreis 



') Horaothe tische Figuren kijimen als Ödinittfignreii paralleler 
Ebenen und einer Pyramide oder eines Kegels angesehen werden; j, die 
Durchschnittslinie der beiden Ebenen, liegt unendlich fern. 
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2. Der Punkt 0, im G-egentlieil, kami «nendlich ferne lie- 
gen; alsdann sind die Geraden (Projectionastrahlen), wülclie Paare 




enteprechender Punkte verbinden, parallel einer festen Riclitung. 
In diesem Falle sind die Figuren affin-coUinear *) nnd die Ge- 
rade s ist die Affinitätsaxe *'). Einem unendlich fernen 
Punkte entspricht ein unendlich ferner Punlct und die unendlich 
ferne Gerade entspricht sieh selbst. Daraus folgtr, dass einer 
Ellipse eine Ellipse, einer Hyperbel eine Hyperbel, einer Parabel 
eine Parabel, einem Parallelogramm ein Parallelogramm entspricht. 



Collineare Figuren im Räume. 



20. Setzen wirjetatvoraus, dase wir eine aus Punkten, Ebenen 
and Geraden zusammengesetzte ^Figur haben, die ganz beliebig 



<•) Baltier, Stereometrie S. ■?%■ 

"0 Sind zwei Figuren affin-collinear, so können sie a 
Schnitte eines Prismas uder eines Cylinders aiigeseiien werden. 
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im Räume Hegen; man. macht davon die Eelief-Perspective ^) 
Olli' folgende Weise. Man nimmt einen Punkt im Baume als 
Projectiona- oder Oollineati ona-Centrum; eine OoUi- 
neationsebene w, von welcher jeder Punkt sein eigenes Bild 
sein soll und ausserdem einen Punkt A', als Bild eines Punktes 
A der abzubildenden Figur , so dass Ä A' durch geht. Es sei 
nun B irgend ein anderer Punkt; um sein Bild B' zu erhalten, 
legen wir die Ebene A B und operiren wir in dieser Ebene, 
wie wenn es sich darum handelte, zwei collineare Figuren zu 
coEstruiren, von welchen das Oentrum, die Schnittlinie der 
beiden Ebenen OAB und n die Axe und A, A' zwei entspre- 
chende Punkte wären. Der Punkt B' wird der Schnittpunitt von 
B mit der Geraden seiu, welche durch A' und den Schnittpunkt 
der Ebene ji uud der Geraden AB. geht. Kr. 19. Fig. 4. 

Sei ein dritter Punkt; sein Bild C wird der Sohnittpi\nkt 
von OC mit A' D oder mit B' E (in ti) sein, wo D und E die 
Punkte sind, in welchen die Ebene tt von ÄO oder BC ge- 
troffen wird. 

Dieses Verfahren wird für jeden Punkt der gegebenen Eigur 
den entsprechenden Punkt des Bildes geben urd zwei entspre- 
chende Punkte werden immer auf einer nach gerichteten Ge- 
raden liegen. Jede durch gelegte Ebene <j schneidet die beiden 
räumlichen (körperlichen) Figuren (die gegebene Figur und ihr 
Bild) nach zwei collinearen Figuren, für welche das Centrum 
und die Gerade ff w die Axe der Gollineation ist. Daraus folgt, 
dasa jeder Geraden der gegebenen Figur eine Gerade iin Bild 
entspricht, und dass zwei entsprechende Geraden immer in einer 
dnrch gehenden Ebene liegen und sich iu einem Punkte der 
Ebene % schneiden. 

Ich behaupte überdies, dass jeder Ebene et, die der ge- 
gebenen Figur angehört und nicht durch gebt, auch eine Ebene 
ß' im Bilde entsprechen muss. In der That, den Geraden a, 
(i, c... der Ebene a entsprechen ebenso viele Geraden a', b', 
e'...; und den Punkten ab, ac... bc... die Punkte a' b', 
«' c', . . . h'c'... Mit andern Worten, die Geraden a', b', c' . . . 
sind der Art, dass sie sich paarweise schneiden, ohne indess 



") Die Aufgabe kann bei lier Construction dev Keliefe und '\';r 
Theaterdeeo rationell vorkommen (nach Poudra). 
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einen Allen gemeiasamen Punkt zu haben; also liegen sie iu 
derselben Ebene ß' *). 

Zwei entsprechende Ebenen a, fö' schneiden sicli auf der 
Denn alle Punkte und alle Geraden dieser Ebene en.1> 
sich selbst; also fällt die Gerade et' n mit der Geraden 
ffi n zusammen. 

Die beiden Ebenen k, a' enthalten offenbar zwei perspecti- 
vische I'iguren. (Wie die Ebenen er, ff' von Nr. 9 und 11.) 

a) In jeder durch gehenden Ebene o* gibt es eine Flucht- 
linie »', welche das Bild der unendlich fernen Geraden derselben 
Ebene ist. Die Fluchtlinien zweier Ebenen (t,, <j^ haben einen 
gemeinsamen Pankt, der das Bild des unendlich fernen Punktes 
de L'n e ff u 'st D e G enzlin'en alle Ehe en a sehne' de 
« ch also i aa ve sc n 1 da s e n cht all d ch donaelbeu 
Punkt ^ehe fvel de d h gehe den ELenen n cht Üe 
durch d eselbe Gerade gehen) &o m &se & e alle e e El e 
^ l.„en 

Deae Ebene ^ el he an d e Flu ht ole l euz 
EI eu em en 1 a n st de Ebene 3t la allel lenn •\lle Flu ht 
1 en ie Ehe en ff o n 1 de eil en Ebene ji pa allel 

D Fl 1 eben p st ho der Ort le Geraden d o den 
unenllch lernen Ge alen alle Ehe e les Ea es e tsp eben 
un 1 fulgboh auch le de P nkte lein endl h fernen 
Funkten -ille Ge de des ßa mes entsp eche den d e une \ 
1 h fcr e L n e e ne 1 el ob gen Ebe et t n 1 ts an \e e als 
d e nendl cli ferne Ge ade de El ene 1 h u d ] anllel m t 

ebenso lall de nendl h te ne Punkt e bei eh gen Ce 

le z 5an nen n t le n unen 11 ch te ne Pu kt le C e len 
1 e lu ch geht nl la allel o st 

h) D e neu 11 h fe neu Punkte le o'J ■^en E um & n Ul 
der A t dass h e Bilde d e Punkte e nei 1 derselben Ebene 
tf (der Fl 1 tel ene) s nd 

Eb t 1 o atu 1 h alle uuenll ch fernen P nkte les 
I d, mes 1 n de 11 El / 1 n 11 ob ie n 



*) Da a' sowohl a' als h' schneidet, ohne dureli den Punkt a' b' zu 
gehen, so hat c' zwei Punkte in der Ebene a' h\ folglich liegt die ganze 
Gerade o' in der Ebene o'b' . . . 
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Ebene) beflnclljch au betracliteii, welche als Bikl die Ebeue ff 
hat*). 

Wird der Begriff der unendlich fernen Ebene (jp angenom- 
men, so ißt der unendlich ferne Punkt einer beliebigen Geraden a 
nichts anderes als der Punkt acp, und die unendlich ferne Ge- 
rade einer beliebigen Ebene a ist nichts anderes als die Gerade 
a <p. Zwei Geraden sind parallel, wenn sie sich in einem Punkte 
der Ebene ip schneiden; zwei Ebenen sind parallel, wenn ihre 
Durelischnittslinie in der Ebene (p liegt etc. 

§ 5. Geometrische Gebilde. 

21. Wir nennen Piinktreihe eine Figur A. B, C,... 
•die aus Punkten zusammengesetzt ist, welche auf einer Ge- 
raden liegen: eine solche ist z. E. die Figur, die aus der 
■Operation der Nr. 5 oder 7 entsteht. 

Der Ebenenbüschel ist eine Figur «, /3, y,... aus 
Ebenen gebildet, die alle durch dieselbe Gerade (Axe) gehen: 
z. B. die Figur, die aus der Operation der Nr. 4 oder 6 
li ervorgeht. 

Der Strahlenbüschel ist eine Figur a, ö, c,... die 
aus Geraden zusammengesetzt ist, welche alle in derselben 
Ebene liegen und von einem festen Punkte (Centruiu... 
Mittelpunkt des Büschels) ausgehen: z. B. die Figur, 
welche man erhielte, indem man die Operation von Nr. 2 auf 
eine Pnnktreihe oder diejenige von Nr, 3 auf einen Ebenen- 
büschel anwendet. 

Das ebene Gebilde ist aus Punkten und Geraden zu- 
sammengesetzt, die alle in einer Ebeue liegen; es ist z.B. 
■das Ergebniss der Operation von Nr. 3. 

Der Bündel (Strahlenbündel, Ebenenbündel) ist eine 
Figur aus Geraden und Ebenen zusammengesetzt, die alle 
durch einen festen Punkt (Mittelpunkt des Bündels) 
gehen: z. B. die Figur, die aus der Operation Nr. 2 her- 
vorgeht. 

22. Die drei ersten Figuren können durch eine Pro- 
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jectioß oder einen Schnitt aus einander abgeleitet werden. 
Denn *) ; 

Ans einei' Punktreihc Aj 8. C... erhält man einen 
Ebenenbüschel s {A, B, C...), indem man die Punktreihe 
ans einer Axe s (Nr. 4) projiciit; man erhält aus der Punkt- 
reihe einen Strahlenbüschel {A, B, C . . .) , indem man die 
Reihe aus einem Punkte projicirt (Nr. 2). 

Aus einem Ebenenbüschel k, /3, y.., erhält man die 
Punktreihe s (k, ß^ 7 ■•^^ indem man ersteren durch eine 
Transyersale s schneidet (Nr. 5), man erhält einen Strahlen- 
büschel ö- («, /?, Y-.^^ indem man den Büschel durch eine 
Ti'ansversalebene g schneidet (Nr. 3), 

Aus einem Strahlenbüschel a, ö, c . . . erhält man die 
Punktreihe ^ (a, f», c . . .), indem man den Büschel durch eine 
Transversalebene u schneidet (Nr. 3j ; man erhält den Ebenen- 
büschel (a, 6, c..,), indem man den Strahlenbüschel aus 
einem gegebenen Centrum projicirt (Nr. 2). 

23, Analogerweise werden die beiden letzten Figuren 
mit Hülfe der Operation 2 oder '6 auseinander abgeleitet; 
in der That, projicirt man von einem Ceutrum aus ein 
ebenes Gebilde, so erhält man einen Bündel; und umgekehrt, 
schneidet man einen Bündel durch eine Transversal ebene, so 
erhält man ein ebenes Gebilde. Zwei ebene perspectivische 
Figuren (Nr. 9) sind zwei Schnitte durch denselben Bändel. 

24. Die Elemente der Punktreihe sind die Punkte; 
die Elemente des Ebenenbüschels sind die Ebenen, die 
Elemente des Strahlenbüschels sind die Geraden oder 
Strahlen, 

Im cbcnon Gebilde kann man sowohl die Punkte als 



") Wir bezeichnen mit s (A, B, C ...) die Reihe der Ebenen sA, 
*B, «C..,; mitO(A, B, 0. ..) die Reihe der Strahlen A, OB, OC...; 
mit ! (a, ;9, y ■ ■■) die Reihe der Punkte s q, s^, ■!]■...; mit d Ca, ^i 
f ■ ..) die Reihe der Geraden ö a, is ß. Sf. ■ . . Um die Reihe der Punkte 
A, B, C. zu hezeichnen, bedienen wir uns bald des Zeichens A, B, 
C , . . . bald des Zeichens ABC... 
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% 5. Geometrische Gebilde. 25 

die Gemden als Elemente ansehen. Betrachtet man die 
Punkte als Elemente, so sind die Geraden des ebenen 
Gebildes eben so viele Pnnktreihen ; betrachtet man aber 
die Geraden (Strahlen) als Elemente, so siud die Punkte 
des ebenen Gebildes die Centren von ebenso vielen Slrahlen- 
büscheln. 

Das ebene Gebilde, in welchem die Punkte die Elemente 
sind, enthält also eine unendiiehe Anzahl von Punktreihen *) 
und das ebene Gebilde, dessen Elemente die Strahlen sind, 
enthält eine unendliche Anzahl von Strahlenbüscheln *'). 

In dem Bündel kann man ebenso gut die Ebenen als 
auch die Geraden oder Strahlen als Elemente ansehen. Ni^nmt 
man die Ebenen als Elemente, so sind die Geraden des 
Bündels die Äsen von ebenso vielen Ebenenbüscheln; sieht 
man aber die Geraden als Elemente an, so sind die Ebenen 
ebenso viele Strahlenbüschel. 

Der Bündel enthält also unendlich viele EbenenbUschel 
oder imendlich viele Strahlenbüschel, je nachdem man die 
Ebenen oder die Geraden als Elemente ansieht. 

25. Der drei-dimensionale Raum kann auch als eine 
geometrische Figur angesehen werden, deren Elemente die 
Punkte oder die Ebenen sind. 

Nimmt man die Punkte als Elemente, so sind die Ge- 
raden des Raumes eben so viele Punktreihen und die Ebenen 
des Raumes eben so viele ebene Gebilde, Betrachtet man aber 
die Ebenen als Elemente, so sind die Geraden des Raumes 
die Axen von eben so vielen Ebenenböscheln und die Punkte 
des Raumes die Centren von eben so vielen Ebenenbündeln. 
Der Raum schliesst also eine unendliche Anzahl von ebenen 
Gebilden *'^) oder eine unendliche Anzahl von Ebenenbün- 

1 B d P k h li t II h P kt dl 1 Ferne., 

i i d R h ha a P kt m Un ndl li n 

) Di UQ ndl 1 1 & ad g li dli h n Anaahl 

tt St 6hl bü h 1 an d 11 1 t a m Ui 1 Feme 

hab n d St ahl f Igl h ü p all 1 d 
) B n 1 t g n n dl 1 1 
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26 Elemente der pi-ojeciivi sehen Geometrie. 

dein'*') ein, je iiachclem man den Punkt oder die Ebene nimmt, 
um ilin za constniiren. 

26. Die drei ersten Figuren, d. h. die Punktreihe, der 
Ebenenb tisch el und der Strahleubüschel, welche die Eigen- 
schaft besitzen, dass jede aus jeder andern mit Hülfe einer 
Operation (Nr. 2, 3...) abgeleitet werden kann, führen den 
gemeinsamen Namen: Geometrische Grundgebilde der 
ersten Stufe. 

Die vierte und fünfte Figur, d. h. das ebene Gebilde und 
der Bündel , welche ebenso auseinander abgeleitet werden 
können (mit der Operation Nr. 2, 3) und die ausserdem 
die Eigenschaft besitzen, eine unendliche Anzahl von Gmnd- 
gebilden der ersten Stufe in sich zu schliessen, heissen geo- 
metrische Grundgebilde der zweiten Stufe. 

Der Raum selbst, der eine unendliche Anzahl von Ge- 
bilden der zweiten Stufe einschliesst, wird als Grundgebilde 
der dritten Stufe angesehen. 

Es gibt also sechs geometrische Grundgebilde, drei der 
ersten Stufe, zwei der zweiten und eines der dritten Stufe *''). 

§ 6. Das Princip der Dualität oder ReciprocitUt^'^). 

27. Die Geometrie im Allgemeinen studirt die Erzeu- 
gung und die Eigenschaften der Figuren, die 1, im unend- 
lichen Raum, 2. in einer Ebene, 3. in einem Bündel liegen. 
In den drei Fällen ist die betrachtete Figur nichts anderes 
als ein Inbegriff von Elementen oder, was auf dasselbe heraus- 
kommt, die Gesammtheit der successiven Lagen, die von 
einem beweglichen oder veränderlichen Elemente einge- 
nommen werden. Das bewegliche Element, welches die Fi- 
guren erzeugt, kann im ersten Fall der Punkt oder die Ebene 
sein, im zweiten Fall der Punkt oder die Gerade, im dritten 



'*) Unter diesen hat ea eine unendliche Zahl solcher, deren Centrum 
1 unendlicher Feme und deren Strahlen folglich parallel sind. 
*1) Standt, Geom. d. Lage, 26, 28. 
n) gtaudt, ibid. 6S. 



y Google 



Dels Prindp der Dualitüt odei- Redpro 



27 



Fall die Ebene oder die Gerade. Es gibt also immer z-\\'ei 
correlative oder reciproke Arten der Ei'zeuguiig der Fi- 
guren oder der Ableitung ihrer Eigenschaften und eben darin 
besteht die geometrische Dualität, welche die Coexistenz von 
je zwei Figuren (und folglich auch ihrer Eigenschaften) ist; 
zwei coexistirende (correlatiTe oder reciproke) Figuren haben 
die gleiche Entstehung und differiren nur durch die Art des 
erzeugenden Elementes. 

In der Raumgeometrie sind die Punktreihe und der Ebeneu- 
bflschel, das ebene Gebilde (ans Punkten) und der Bündel 
(aus Ebenen), das ebene Gebilde (aus lauter Geraden) und 
der Bündel (aus lauter Strahlen) correlative Gebilde. Der 
Strahlenbüschel ist nur zu sich selbst correlativ. 

In der Geometrie der Ebene sind die Punktreihe und der 
Strahlenbüschel coiTelative Gebilde. 

In der Geometrie des Bändels sind der Ebenenblischel 
und der Strahlenbüschel correlative Gebilde. 

Die Geometrie der Ebene und die Geometrie des Bün- 
dels, im drei-dimensionalen Raum betrachtet, sind correlativ. 

28. Es folgen einige Beispiele von correlativen Sätzen 
der Raumgeometrie. Zwei correlative Sätze werden durch 
Vertauschung der Elemente Punkt und Ebene auseinander 
abgeleitet. 



1. ZweiPunkteA, B bestim- 
men eiue Gerade (die Gerade 
A B, welche durch die gegebenen 
Punktegeht), welche noch nnend- 
lioh viele andere Punkte enthält. 

2.Eine Geraden und ein Punkt 
B ausserhalb derselben bestim- 
men eine Ebene nB, welche 
die Gerade mit dem Punkte 
verbindet. 

3. Drei Punkte A, B, 0, die 
nicht in derselben Geraden lie- 
gen, bestimmen eine Ebene: 
die Ebene ABC geht durch die 
drei Punkte. 



Zwei Ebenen a, ß bestim- 
men eine Gerade {aß ist der 
Schnitt der gegebenen Ebenen), 
durch welche unendlich viele 
andere Ebenen gehen. 

Eine Gerade «und eine Ebene 
ß (die nicht durch die Gerade 
geht) bestimmen einen Punkt 
aß (wo die Gerade die Ebene 
schneidet). 

Drei Ebenen k, ß^ y, die 
nicht durch dieselbe Gerade 
gehen, bestimmen einen Paukt: 
im Punkte aß}" schneiden eich 
die drei Ebenen. 
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4. Zwei Geraden, die einea 
gemeinsamen Punkt haben, 
liegen in derselben Ebene. 

5. Vier Puakte Ä, B, 0, D 
sind gegeben; wenn sich die Ge- 
raden AB und OD schneiden, 
so liegen die vier Punkte in der- 
selben Ebene; folglich schnei- 
den sich auch die Geraden B C 
und A D, ebenso A C und B D. 

6. Wenn eine beliebige Anzahl 
von Geraden sich paarweise 
schneiden und nicht durch den- 
selben Punkt gehen, so liegen 
sie alle in einer Ebene (Geraden 
eines ebenen Gebildes) *). 



Zwei Geraden, die in dersel- 
ben Ebene liegen, haben einen 
gemeinsamen Punkt. 

Vier Ebenen k, /?, y, S sind 
gegeben; wenn sich die beiden 
Geraden « ß und ;' S schneiden, 
so gehen die vier Ebenen durch 
denselb6nPunkt,folglich schnei- 
den sich auch die Geraden ^ y 
und' ccb, ebenso ay und ß S. 

Wenn eine beliebige Anzahl 
von Geraden sich paarweise 
schneiden und nicht in derselben 
Ebene liegen, so gehen sie alle 
durch denselben Punkt (Ge- 
raden eines Bündels) *'). 



7. Die folgende Aufgabe lässt zwei correlative Lösungen zu : 
„Durch einen gegebenen Punkt A in einer Ebene « eine Gerade 
au legen, die eine gegebene Gerade r schneidet und in dieser 
Ebene « liegt." ()■ liegt nicht in c und geht nicht durch A.) 



Man verbindet den Punkt A 
mit dem Punkt r a. 

8. Aufgabe. Durch einen 
gegebenen Punkt A eine Ge- 
rade au legen, welche awei ge- 
gebene Geraden h, c (die nicht 
in derselben Ebene liegen und 
nicht durch A gehen) schneidet. 

Auflösung. Man construirt 
den Durchschnitt der Ebenen 
Ab, Ae. 

29. In der Baumgeometrie sind das Dreieck (System von 
drei Punkten) und das Dreikant (System von drei Ebenen) cor- 
relativ; der Scheitel, die Seiten, die Kanten des Dreikants sind 
correlativ zu der Ebene, den Eckpunkten unä den Seiten des 



Man construirt die Schnittlinie 
der Ebene a und der Ebene r A, 

Aufgabe. In einer gegebenen 
Ebene et eine Gerade zu ziehen, 
welche awei gegebene Geraden 
b, c schneidet (die keinen ge- 
meinsamen Punkt haben und 
nicht in der Ebene «■ liegen). 

Auflösung. Man verbindet 
den Punkt K 6 mit dem Punkt ßc. 



=) Siehe Anmerken^ zu Nr. 20. 

"1) Sind a, 6, B... die Geraden 
scliiedene Ebenen sind, ihr g< 
Geraden a, b, c... sein. 
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Dreiecks; dem Lehrsatz Kr. V2 und 14 ist also folgender reciprok 
verwandt: 

Wenn zwei Dreikante a' ß' / ^'<^^ a" ß" y" die Eigen- 
schaft habea, dass die Kanten ß' y' und ß" y"i ebenso 
;■'«' und y"(i", ebenso aß' und ß" /?" sich in drei Ebenen 
«n, ß„, ^'o befinden, welche durch dieselbe Gerade gehen, 
so liegen die Geraden u' c.'\ ß' ß'\ f y" in derselben 
Ebene. 

Der Beweis ist derselbe, wie zu Nr. 12 und 14, indem man 
die Elemente Punkt und Ebene vertauscht. Haben z. B. die 
beiden Dreikante verschiedene Scheitel 8', S" (Nr. 12), so sind 
die Punkte, in welchen sich die Kantenpaare schneiden, die Eck- 
punkte eines Dreiecks, dessen Seiten fö' k", ß' ß" , y' y" sind; 
1 Geraden sind also in derselben Ebene (der Ebene 



Ebenso wird der Beweis für den Fall, dass die beiden Drei, 
kante denselben Scheitel S haben, zu dem Beweis des analogen 
Ealles zweier Dreiecke A' B' C und A" B" 0" (in derselben Ebene) 
von Nr. 14 correlativ sein. Der Lehrsatz wird auch gefunden, 
indem man vom Punkte S aus die Figur projicirt, welcbe den 
Satz Nr. 13 ausdrückt. 

Man kann den Beweis zu dem Satze linden, der dem in Nr. 11 
und 13 correlativ ist, und der so ausgedrückt sei : 

Wenn in zwei Dreikanten a' ß' y', a" ß' 
a'a", ß' ß", y' y" in derselben Ebene liegen, 
Kantenpaare ß' y' und ß" y", y' a' und y" a" 
drei Ebenen, welche durch dieselbe Gerade gehen. 

30. In der ebenen Geometrie werden zwei reciproke Fi- 
guren oder Sätze von einander abgeleitet, indem man die 
Elemente Punkt und Gerade vertauscht. 

Hier folgen einige Beispiele*): 



I Geraden 
so bestimmen die 
, K' ß- und k" ß" 



L, B be- 
, dieGe- 



1. Zwei Punkt! 
stimmen eine Gera 
rade AB. 

2. Vier Punkte A, B, 0, D 
(Fig. 11), von denen nicht mehr 
als zwei in einer Geraden liegen, 

e GeMdei 



Zwei Gerade' 



nkt, 



I b bestini- 
ien Punkt 



VierGeradena,i,c,rf(Fig,12), 
von denen nicht mehr als zwei 
durch denselben Punkt gehen, 



n die es sich handelt, liegen i 
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bestimmen eine Figur, welche 


bestimmen ein 


e Figur, welche 


man ein vollständiges Vier- 


man ein volls 


tändiges Vier- 


eck nennt. 


seit nennt. 






Man nennt Eckpunkte die 
obigen vier Punkte A, B, C, D, 
und Seiten desselben Vierecks 
die sechs Geraden, welche si 
paarweise verbinden, ZweiSe: 
t e n, welche nicht durch den glei 
chen Eckpunkt gehen, heissen 
gegenüberliegende; es hat 
also drei Paare gegenüberliegen- 
der Seiten B C und AD, A und 
BD,ABundCD. DiePunkteE, 
F, G, in denen sichje zwei gegen- 
ide Seiten sohneidea, 
n Diagonalpunkte, und 
das Dreieck E P G heisst das 
Diagonaldreieck des voll- 
ständigen Vierecks, Das vollstän- 
dige Viereck enthält drei einfache 
Vierecke: ÄCBD, ABCD, 
A B D C (Pig. 13). 

3. Allgemein: 

Ein vollständiges Vieleck 
(« Eck) ist ein System von n 
Pnnkten (oder Eckpunkten) 
mit den —^ — ' Geraden oder 

Seiten, welche sie paarweise 
verbinden. 




Die ■> 



Geraden heissen die 
Seiten des Vierseits und seine 
Eckpunkte sind die sechs 
Punkte, in denen sich je zwei 
der vier Seiten schneiden. Zwei 
Eckpunkte, die nicht auf dersel- 
ben Seite liegen, heissen gegen- 
überliegende; es hat also drei 
Paare gegenüberliegender Eck- 
punkte 6 c nnd ad, ca und 6 d, 
a b und c d. Die Geraden e, f, g, 
welche die gegenüberliegenden 
Eckpunkte verbinden, heissen 
Diagonallinien; nnddasDrei- . 
seit efg heisst das Diagonal- 
dreiaeit des vollständigen Vier- 
seits. Das vollständige Vierseit 
enthält drei einfache Vierseite: 
acdb, adcb, achd (Pig. 14). 



Ein vollständiges Vielse 
(n Seit) ist ein System von 
Gerad en (oder Seiten) mit d 
n (»-!) 



Punkten oderEckpunk- 
sich paarweise 
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4. Die Lehrsätze von Nr. 13 und 14 sind correlativ oder 
ciprok. 

Fig, n. 




5. Wenn zwei vollständige 
Vierecke ABOD, A'B'C'D' 
die Eigenschaft besitzen, daas 
von den aechs Seitenpaaren fünf, 
AB und A'B', B und B' 0', 
A und C A', A D und A' JD' 
B D und B' D' sieh in fünf Punk- 
ten einer Geraden s schneiden, 
ao schneidet sich auch das sechste 
Paai- C D und CD' aufs (Fig. 15). 





Wenn zw ei vollständige Vier- 
seitö ab cd, a' b' c' d' die Eigen- 
achaft besitzen, dass die fünf 
Paare der Eckpunkte (von den 
sechs Paaren) a b und a' b', b c 
und b'e', Ca und c'a', ad und 
a' d', b d und b' d' auf fünf Ge- 
radenliegen, die in eine mPunkte 
S zusammenlaufen, ao liegt auch 
das sechste Paar Eckpunkte c d 
und c' d' auf einer nach 8 gerich- 
teten Geraden (Fig. IG). 



Beweis: In Folge der Voraus- 
setzung sind nach Nr. 15 die Drei- 




Beweis: In Polge der Voraus- 
setzung sind nach Nr, 14 die Drei- 
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ecke ABO, A' B' C perspecti- 
visch, folglich laufen die Greraclea 
AÄ', BE', CC'ineinemPunkt 
S ausammeii. Ebenso sind die 
Dreiecke ABB, A' B' D' per- 
spectivisch; folglich geht DD' 
auch durch S, den Schnittpunkt 
von AÄ'xmdBB'. Daraus folgt, 
dass die Dreiecke B D, B' C D' 
auch perspectiviscb sind, darum 
schneiden sich C D und 0' D' in 
einem Punkte der Geraden s, 
welche durch den Schnittpunkt 
von B und B' 0' und den 
Schnittpunkt von B D und B' D' 
bestimmt ist, w. z. h. w. *} I 

31. In der Eaumgeometrie ist das vollständige Vielflaeh (im 
Strahlenbftndel) von « Seiten oorrelativ au dem vollständigen 
Vieleck mit » Eckpunkten*'). Ein vollständiges Vielliant mit 
n Kanten ist correlativ dem vollständigen Vielseit mit n Seiten. 
Ein vollständiges Vielkant ist aus,'« Geraden gebildet, die aus 



Seite abc, a' b' c' perspectivisch; 
diePunkteaa', ti', cc'liegenaiso 
auf derselben Geraden « Ebenso 
sind die Dreiseifce ab d a b d 
perspectiviscb, also liegt dei 
Punkt d d' auf dei Geiaden s 
welche durch die Punkte a a 
b b' geht. Daraus folgt, dass die 
Dreiseite bcd, b'c d luch pei 
epeotiviscb sind; also liegen die 
Punkte ed und c d ra geiaiei 
Linie mit dem Punkt S, welcher 
durch die Geraden (b c) (b' e') und 
(b d) {b' d') bestimmt ist, w. z. 



demselben Punkt (Scheitel) gehen mit den 



■ ("-») 



Ebenen (Sei- 



ten), welche durch je zwei jener Geraden geben. 

Die zwei folgenden Lehrsätze der ßaumgeometrie sind unter 
sieb oorrelativ und auch zu den zwei vorangehenden Lehrsätzen 
(Nr, 30. 6), die unter sich correlativ sind (in der Planimetrie). 



We 



in zwei vollständige Vier- 
(im Strablenbündel , mit 



Scheiteln) 
die Eig< 
fünf Paare enl 



,■ ß' f S' 



"Wenn zwei vollständige Vier- 
kante (mit demselben oder ver- 
schiedenen Scheiteln) ab cd, 
a'b'c'd' die Eigenschaft besitzen, 
dass fünf Paare entsprechender 
Seiten sich in fünf Geraden 



ten in fünf Ebenen liegen, die ] schneiden, die i 



r Ebene 



) ß l öat g It n auch, wenn die beiden Figuren 
d Eb ne 1 g n 

) E n 11 t nd g Vielflaeh (im Strahl enbündel) iat von n Ebenen 

geb Idst d e d h dena Iben Punkt (Seheitel) gehen, mit den — ^ 

Kanten n de en s 1 de Ebenen paarweise schneiden. 
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a liegen , ao wird auoli die 
Sclmittliniö des s ochsten Seiten- 
paarea in der Ebene g liegen. 



«Snrch. dieselbe Gerade s gehen, 
so Hegt auch das sechste Kanten- 
paar in einer durch s gehenden 
Ebene. 

Die Beweise dieser Lehrsätze unterscheiden sieh von den- 
jenigen des Satzes Nr. 5 nur in der Yertausohueg der Elemente 
Punkt und Ebene; und so wie die Sätze Nr. & eine Folge der Sätze 
Nr. 12 und 13 sind, so sind obige zwei Lehrsätze eine Folge von 
Nr. 29. 

Haben die beiden Vierflache denselben Scheitel 0, so kann 
der Satz links auch abgeleitet werden, indem man vom Punkte 
(Nr. 2) aus die Figur projicirt, welche den Satz Nr. 5 rechts aus- 
druckt. Unter derselben Voraussetzung zieht man durch das 
gleiche Verfaliren den obigen Satz rechts aus dem Satze Nr, 5 links. 

32. In der Geometrie des Bündels werden zwei correlative 
Sätze oder Figuren von einander abgeleitet, indem man die Ele- 
mente Ebene und Gerade vertauscht. So wie die Geometrie des 
Bündels zu derjenigen der Ebene in Bezug auf den unendlichen 
Eaum eorrelativ ist, so kann die eine der beiden Geometrien aus 
der andern abgeleitet werden, indem man die Elemente Punkt 
und Ebene vertauscbt. Die Geometrie des Bündels kann auch 
aus der ebenen Geometrie abgeleitet werden, indem man die Pro- 
jection von einem Oentrum ans macht (Nr. 2). 

Aus der Geometrie des Bündels kann diejenige der sphäri- 
schen Figuren abgeleitet werden, indem man den Bündel durch 
eine Kugelfläcte schneidet, die durch das Centrum des Bün- 
dels geht. 

§ 7. Projectiviscbe OeMlde. 

33. Mit Hülfe der Pi'ojection aus einem Centrum erhält 
man aus einer Punktreihe einen Strahlenbüschel , aus einem 
Strahlenbüschel einen Ebenenbüschel, aus einem ebenen Ge- 
bilde einen Bündel. Umgekehrt erhält man mit Hülfe eines 
Schnittes einer Ebene aus einem Strahlenbüschel eine Punkt- 
reihe, aus einem Ebenenbüachel einen Strahlenbüschel, aus einem 
Bündel ein ebenes Gebilde. Die beiden Operationen „aus 
einem Centi'um projiciren" und „durch eine Transversal ebene 
schneiden" können als „complementärc" angesehen wer- 

L. Cremona, Elem. d. project. Geometrie. 3 
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den; und wir werden sagen, dass wenn ein Gebilde (inrch 
eine dieser Operationen aus eiuem andern abgeleitet ist, so 
kann man durcli die complementäre Operation das zweite Ge- 
bilde aus dem ersten ableiten. Anaiogerweise fßr die Pro- 
jection aus einer Äse und für den Schnitt durch eine Trans- 
versalgerade. 

Setzen wir jetzt voraus, dass durch eiue Operation (Pro- 
jectiOD oder Schnitt) aus einem Gebilde /j ein Gebilde /j ab- 
geleitet sei, dass durch eine andere Operation aus f^ ein 
drittes Gebilde Z^, aus /j ein viertes Gebilde ^ abgeleitet sei 
und so fort, bis durch ?i— 1 Operationen ein Gebilde /„ her- 
gestellt werde. Umgekehrt werden wir aus /« auf /, mit 
Hülfe von n — 1 Operationen zurückkehren, die der Reihe nach 
der letzten, der zweitletzten, drittletzten etc.... derjenigen 
Operationen complementär sind, welche dazu gedient haben 
von /[ auf /u zu gelangen. Die Reihe der Operationen, 
welche von/, auf /„ und derjenigen, welche von /„ auf/| 
führen, können complementäre genannt werden und die Ope- 
rationen der einen Reihe sind bezüglich complementär den- 
jenigen der zweiten Reihe, in umgekehrtem Sinne genommen. 
In dem Vorangegangenen setzen wir voraus, dass die 
geometrischen Gebilde im Räume liegen (Nr. 25). Bleiben 
wir bei der ebenen Geometrie, so reduciren sich die com- 
plementären Operationen auf die Projection aus einem 
Centrum und den Schnitt durch eine transversale 
Gerade. In der Geometrie des Bündels sind der Schnitt 
durch eine Ebene und die Projection aus einer Axe comple- 
mentäre Operationen. 

34. Zwei Grundgebilde der ersten Stufe heissen 
projectivisch, wenn das eine durch eine endliche An- 
zahl von Projectionen und Schnitten (Nr. 2, 3 . . . 7> 
aus dem andern abgeleitet werden kann. Hat man 
z. E. eine Punktreihe u und projicirt sie aus einem Cen- 
trum 0, so erhält man einen Strahlenbüschel; man pro- 
jicire den Strahlenbüschel aus einem andern Centrum 0', so 
erhält man einen Ebenenbüschel mit der Axe 0', man 
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schneide diesen Ebenenbüschel durch eine Geiatle m.j und 
erhält eine Punktreihe, deren Träger u^ ist, projicire die 
pEüktreihe Mj aus einer Axe und erhält einen Ebenen- 
büschel, schneide diesen Ebenenbüschel durch eine Ebene 
und erhält einen Strahlenbüschel etc.; so sind zwei belie- 
bige der so erhaltenen Gruodgebilde der ersten Stufe nach 
der Definition projectivisch. 

Wenn man sagt, dass ein Gebilde A, B, C, D . . . zu einem 
anderen Ä', B', C, D'*., projectivisch sei, so ist damit ge- 
meint, dass mit Hülfe derselben Reihe von Operationen (Pro- 
jectionen und Schnitten) A' aus A, B' aus B, C aus C. etc. 
abgeleitet werde. 

Die Elemente A und A', B und B', C und C . . . heissen 
entsprechende Elemente. 

3ä. Aus dem Gesagten ist leicht einzusehen, dass 
zwei Gebilde, die zu einem dritten projectivisch sind, auch 
unter sich projectivisch sind. Denn macht man zuerst die 
Operationen, die dazu dienen, von dem eisten zum dritten 
Gebilde zu gelangen, dann diejenigen, welche dazu dienen, 
von dem dritten zum zweiten zu gelangen, so hat man den 
Uebergaug von dem ersten zum zweiten Gebilde ausgeführt. 

3ö. Perspeetivische Gebilde. 

Zwei Punktreihen sind perspectivisch, wenn sie 
Schnitte eines und desselben Strahlenbüschels sind 
(Nr. 9) (Fig. 17). 

Fig. 17, 




Zwei Strahlenbüschel sind perspectivisch 
(Fig. 18), wenn sie dieselbe Puuktreihe aus zwei verschie- 
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denen Cciitreii projicircn, oder wenn sie zwei Schnitte des- 
selben Ebencnbüschels sind. 

Fig. 18. 




(Projicirt man eine Puaktreihe u = ABG... aus zwei 
verschiedenen Centren und 0', die nicht mit u in derselben 
Ebene liegen, so erhält man zwei perspecti\ische Stralilen- 
büschel, die ausserdem als Schnitte der Transvevsalebenen u 
und 0' u durch denselben Ebenenbüschel angesehen werden 
können, welcher Ebenenbüschel als Axe die Gerade 0' hat 
und aus den Ebenen 0' A, 0' B, 0' C, 0' D zusammen- 
gesetzt ist. Das ist der allgemeine Fall von zwei perspecti- 
vischen Strahlenbüscheln. Sie haben nicht dasselbe Gentram 
und sind in verschiedenen Ebenen; gleichzeitig projiciren sie 
dieselbe Punktreihe und sind Schnitte desselben Ebenen- 
büschels. Es gibt zwei singulare Fälle: 1. Projicirt man die 
Punktreihe u aus zwei Centren und 0', die mit u in der- 
selben Ebene liegen, so liegen die beiden Strahlenbüachel in 
derselben Ebene und sind folglich nicht mehr Schnitte eines 
Ebenenbüschels; 2. wird ein Ebenenbüschel durch zwei Trans- 
versalebenen geschnitten, die durch denselben Punkt der 
Axe gehen, so erhält man zwei Strahlenbüschel, die dasselbe 
Gentrum haben und folglich nicht melir dieselbe Punktreihe 
projiciren.) 

Zwei Ebenenbüschel sind perspectivisch, wenn 
sie denselben Strahlenbüschel aus zwei verschiedenen Ceutren 
projiciren. 

Eine Punktreihe und ein Strahlenbüschel oder 
eine Punktreihe und ein Ebenenbüschel oder ein 
Strahlenbüschel und ein Ebenenbüschel sind per- 
spectivisch, wenn das erste Gebilde ein Schnitt des zwei- 
ten ist. 
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Zwei ebene Gebilde sind perspectivisch, wenn 
sie ebene Schnitte desselben Bündels sind. 

Zwei Bündel sind perspectivisch, wenn sie dasselbe 
ebene Gebilde aus zwei verschiedenen Centren projieii'eu. 

Ein ebenes Gebilde und ein Bündel sind perspec- 
tivisch, wenn das Gebilde ein Schnitt des Bündels ist. 

Aus der Definition Nr. 34 folgt, tlaas zwei perspec- 
tivisch e Gebilde (erster Stufe) auch projectivisch 
sind; aber zwei projectivische Gebilde sind im All- 
gemeinen nicht in perspectivischer Lage. 

37. Zwei geometrische Gebilde der ersten Stufe, 
aus je drei Elementen zusamuieu gesetzt, sind immer 
projectivisch. 

Um diese Behauptung zu beweisen, beachten wir vor 
Allem, dass es genügt, den Fall von zwei Piiuktreihen ABC, 
A' B' C zu untersuchen ; denn wenn eines der gegebenen Ge- 
bilde ein Büschel ist, so kann man an dessen Stelle einen 
seiner Schnitte durch eine Transversale setzen. 

Wenn die beiden Geraden ABC, A'B'C nicht in der- 
selben Ebene liegen, führen wir die Geraden AA', BB', CC 
und schneiden sie durch eine Transversale s *). Dann sind 
die beiden gegebenen Gebilde nichts anderes als zwei (gerade) 
Schnitte des Ebenenbüschels sAA', sBB', sCC. 




Liegen die beiden Geraden in derselben Ebene (Eig. 19), 
so nehmen wir auf AA' zwei Punkte S, S' beliebig, ziehen 



") Es genagt, durch einen beliebigen Funkt "v 
legen, wekhe B B' und C C trifft. (Aufg. 8 in 



1 A A' eine Gerade 
i: 28.) 
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SB, S'B', die sich in E" schneiden, SC undS'C, die sieh in 
C" schneiden; die Verbindung dieser zwei Punkte (B" und C") 
schneide S S' in Ä". Dann ist A" B" C" ebenso gut eine Pro- 
jection von ABC als von A'B'C aus den Centren S und S'. 
In dem Fall, wo die Punkte A und A' coincidiren (Fig. 20), 
sind die beiden gegebenen Gebilde (Punktreihen ABC und 




A'B'C) direct perspectivisch ; das Projectionscentnun S ist 
der Schnittpunkt von BB' und CC. 

Liegen endlich beide Punktreiheu ABC, A'B'C auf der- 
selben Geraden (Fig. 21), so wird es genügen, eine der beiden 




Reihen (A' B' C) auf eine andere Gerade Aj Bj Cj (aus einem 
beliebigen Centrirm 0) zu projiciren; da.un projieire man die 
beiden Reihen ABC und AjBjC, aus zwei beliebigen Centren 
S und Si auf der Geraden AA, nach Fig. 19 auf A"B"C'; so 
ist dann A"B"C" eine Projection von ABC (von S aus); 
ebenso ist A"B"C" die Projection von A|B|C| von S, aus, und 
A[BiCj die Projection von A'B'C vom Centmm aus. 
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Will man z. B. ABC iu BAC projicireii (Fig. 22), so 
genügt es, zwei beliebige Punkte L und N anzunelimen, die 

Fie, 22. 



^i^ 



mit C in derselben Geraden liegen. Ist K der Sclinittpunkt 
von AL und B N, M derjenige vonBL und AN, so ist LNC 
eine Projectioii von ABC aus dem CeBtrum K, und BAC 
eine Projection von LNC aus dem Centrum M. 

Um von ABC zu BGA zu gelangen, iirojicire man ABC 
in BGA, und hierauf BAC in BCA. 

38. Lehrsatz. Ein beliebiges Gebilde (der ersten 
Stufe), das aus vier Elementen Ä, B, C, D zusammen- 
gesetzt ist, ist zu demjenigen Gebilde projectivisch, 
das aus dem ersten abgeleitet wird, indem man darin 
zwei beliebige Elemente und zugleieli auch diebei- 
«ien andern vertauscht. So ist ABCD projectivisch 
zu BAD C. 

Beweis; Es sind Ä, B, C, D vier Punkte (Fig. 23), und 
EF6D eine Projection dieser Punkte aus dem Centrum M 




auf eine durch D gehende Gerade D F. Ist N der Schnitt- 
punkt von AF und CM, so wivdMNGC eine Projection von 
EFGD aus dem Centrum A; und BADC wird eine Projection 
von MNGC aus dem Centrum F; folglieh ist nach Nr. 34 
und 35 das Gebilde BADC projectivisch zu ABCD. Man 
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beweist auf dieselbe Art , dass C D A B uiul D C B A zu Ä B C D 
projectiviscli sind*). 

Daraus folgt z, B,: wenn der Strahlenbüschel ab cd 
zu der Punktreilie AB CD projectiviscb ist, so ist er auch 
zu BADC, CDAB, DCBA projectiviscb, d. h. sind zwei 
Gebilde aus je vier Elementen projectiviscb, so kann 
die Entspvechiing der Elemente auf vier verschie- 
dene Arten hergestellt werden. 

§ 8. Harmonische Gebilde. 

1 drei gegebene Geradei 



39. Lehrsatz*') (nachStaudt) 
Wenn drei Putikte A, B, auf 
einer Geraden s gegeben sind und 
man in einer beliebigen Ebene 
durch s das vollständige Viereck 
(KLM]Sf)aoconstruirt,dasBzwei 
GegeDaeiten (K L, M N) in A 
zusammen treifen, zwei audeie 
Gegenseiten (KK, ML) in Bcon- 
vergiren und die fünfte Seite 
(LIT) durch C geht, so schneidet 
die sechste Seite (K M) die Ge- 
rade s in einem Pnnkt D, der 
durch die drei gegebeneu Punkte 
bestimmt ist; der Punkt D bleibt 
fest, wie auch die zufälligen 
Elemente des Vierecks ver6.ndert 
werden mögen (Fig. 24). 



o, b, c (m derselben Ebene) in 
einem Punkt S zusammen laufen 
und man ein vollständiges Vier- 
seit [li Imn) so construirt, 



Eckpunkte (h l, mn) auf a fallen, 
zwei andere gegenüberHegende 
Ei,kpuiikte {k n, m () auf b und 
der ttinfte Eckpunkt (( n) auf c, 
so ■t^iid der sechste Eckpunkt 
(/, m) -luf eine Gerade d fallen, 
die durch 8 geht und bestimmt 
ist; die Linie d bleibt fest, 
■wie auch die zufälligen Ele- 
mente des Vierseits verändert 
werden mögen (Fig. 25). 




"') Staudt, Geometrie der Lage (Xüi 
"1) Staudt, loo. dt. S. 93. 
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Beweis; Ooiiatruirt maii (in 
deraelben oder in einer anderen 
Ebene dm-ch s) ein zweites voU- 
s Viereck (K' L' M' N'), 
den vorgeschriebenen 
Bedingungen entspricht, so ha- 
ben die beiden Vierecke fünf 
Paare entsprechender Seiten, die 
auf der gegebenen Geraden zu- 
sammenlaufen; also miiss auch 
das sechste Paar auf derselben 
Geraden convergiren (Nr. 30, 5. 
links). 

Daraus folgt: wenn das erste 



Igt, das zweite 
ichen Arten ver- 
bleibt der Punkt 



Viereck fest 

auf alle 

ändert w 

D fest; w. z. b. w. 

Die vier Punkte AB CD heis- 
sea harmonische, oder man 
sagt: es ist das aus diesen vier 
Punkten zusammengesetate geo- 
metrische Gebilde ein harmo- 
nisches. 

Man kann sich auch so aus- 
drücken: Vier Punkte AB CD 
einer Geraden (in der aus- 
gesprochenen Eeihenfolge 
genommen) heiasen harmo- 
nisch, wenn es möglich ist, 
ein vollständiges Viereck 
sozuconstruiren, dasszwei 
gegenüberliegende Seiten 
durch A, zweianderegegen- 
tiberliegende Seiten durch 
E, die fünfte durch 0, die 
sechste durch D gehen. Es 
folgt aus dem vorhergehenden 
Lehrsatz, dass 'wenn ein solches 
Viereck existirt, d. h. wei:iii dag 



Oonstruirt man e 
vollständiges Vierseit (/iWm'«'), 
welches den vorgeschriebenen 
Bedingungen entspiicht, so haben 
die beiden Vieiimte fünf Paar© 
entsprechen dei Eckpunkte, die 
auf den gegebenen Punkt ge- 
richtet sind, also muss auch 
das sechste Pdai mit dieaem 
Punkte in gerader Linie liegen 
(Nr. 30, 5. rechts), 



Daiau9 fulgt wenn das erste 
Vieiseit lest liegt, das zweite 
aut alle möglichen Arten ver- 
ändert wird, ho bleibt die Ge- 
rade d fobt, w z. b. w. 

Die vier Geraden (oder Strah- 
len) abcd heissen harmoni- 
sche, odermansagt;esistdasaus 
diesen vier Geraden zusammen- 
geometrische Gebilde 



Man kaun sich auch so aus- 
drücken; Vier Strahlen «dcrf 
eines Büschels (in der aus- 
gesprochenen Reihenfolge 
genommen) heissen harmo- 
nisch, wenn es möglich ist, 
ein vollständiges Vierseit 
so zuconstruiren, dass zwei 
gegenüberliegende Eck- 
punkte auf a, zwei andere 
gegenüberliegende Eck- 
punkte auf b, der fünfte auf 
0, der sechste auf d fallen. 
Es folgt aus dem vorhergehen- 
den Lehrsatz, dass wenn ein 
solches Vierseit existirt, d. h. 
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Gobilde ABCD liarmoniscli ist, 
man eine unendliche Anzahl an- 
derer Vierecke constmiren kann, 
welche denselben Bedingungen 
entsprechen. Dea Weiteren folgt 
daraus: wenn drei Punkte ABC 
auf einer Göraden gegeben sind 
(und ea ist auch ihre Reihenfolge 
gegeben), so ist der vierte Punkt 
D, der mit ihnen ein harmoni- 
sches Gebilde ausmacht, be- 
stimmt und -wird durch die 
Construction eines der Vierecke 
(Nr. 51) erhalten. 



wenn das Gebilde ab cd harmo- 
nisch ist, man eine unendliche An- 
zahl anderer Vierseite construi- 
ren kann, welche denselben Be- 
dingungen entsprechen. Des 
Weiteren folgt daraus: wenn 
drei Strahlen aöceines Büschels 
gegeben sind (und es ist auch ihre 
Reihenfolge gegeben), so ist der 
vierte Strahl d, der mit ihnen 
ein harmonisches Gebilde aus- 
macht, bestimmt und wird 
durch die Construction eines der 
Vierseite (Nr. 51) erbalten. 



40. Satz. Projicii't man aus einem Punkte S die 
harmoiiiselieii Puukte ABCD auf eine andere Ge- 
rade, so sind die Projectionen A'B'C'D' ebenfalls 
vier harmonische Punkte (Fig. 26). 

Stellen wir uns vor, es werden durch die beiden Geraden 
A B, A' B' zwei Ebenen gelegt und setzen wir vorans, es -werde 
in der ersten Ebene ein vollständiges Viereck constrnirt, von 

Flg. S6. 



welchem zwei gegenüberliegende Seiten in A., zwei andere 
Gegenseiten in B convergiren und die fünfte Seite durch C 
gehe, dann wird die sechste Seite durch D gehen (Nr. 39), 
weil nach Voraussetzung das Gebilde ABCD harmonisch ist. 
Projiciven wir jetzt dieses Viereck aus dem Punkte S auf die 
zweite Ebene durch A'B', so bekommen mr ein neues 
Viereck, von welchem zwei Gegenseiten in M. zwei andere 
in B' zusammenlaufen, dessen fünfte Seite durch C und dessen 
sechste Seite durch D' geht; folglich ist A'B'C'D' ebenfalls 
ein harmonisches Gebilde. 
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41, Die Betrachtung der Figur 25 zeigt, dass die har- 
monischen Stralüeii a, b, c, d durch eine beliebige Transver- 
sale (z. B. jii) in vier liannonischen Pimktea geschnitten wer- 
den. Denn : man nehme ■willkürlich in a einen Punkt R, ver- 
binde diesen mit D und B durch die Geraden h und l, und A mit 
k b oder P durch die Gerade n. Da, ab cd ein harmonisches 
Gebilde ist und fünf Eckpunkte des vollständigen Vierseits 
klmn in «, b und d liegen, so gehört der sechste Eckpunkt In 
oder Q dem vierten Strahl c an. Dann ist auch wegen des 
vollständigen Vierecks PQES (wo S der Mittelpunlit des Bü- 
schels abcd ist) A B D ein harmonisches Gebilde. 

Setzen wir umgekehrt voraus, dass das harmonische Ge- 
bilde ABCD (Fig. 25) gegeben sei und nehmen wir das Projec- 
tionscentrum S beliebig, so behaupte ich, dass die projiciren- 
deu Strahlen S (A, B, C, D) hai-moniseh sind. 

Denn legen wir durch A eine beliebige Gerade, die SB 
in P und S C in Q schneide, ziehen dann BQ, welche AS 
in R schneide, so schneiden sich in dem Viereck P Q R S zwei 
Gegenseiten in A, zwei andere in B und die fünfte Seite geht 
durch C, folglich muss die sechste Seite durch D gehen 
(Nr. 39, links), weil nach Voraussetj;ung das Gebilde ABCD 
harmonisch ist. Aber nun haben wir ein vollständiges Vierseit 
klmn, das zwei Gegenecken A und R auf SA, zwei andere 
Gegenecken B und P auf SB, einen fünften Eclcpunkt Q auf 
SC und den sechsten D auf SD hat; folglich (Nr. 39 rechts) 
sind die vier Geraden, die aus S die Reihe ABCD projiciren, 
harmonisch. Daraus ergibt sich: 

Vier harmonische Strahlen werden durch eine 
beliebige Transversale in vier harmonischen Punk- 
ten geschnitten und um gekehrt: die Strahlen, welche 
vier harmonische Punkte aus einem beliebigen C en- 
trum projiciren, sind harmonisch. 

42, Der Satz Nr. 39, rechts ist reciprok (in der ebenen 
Geometi'ie) zu dem links daneben stehenden, in welchem man 
voraussetzt, dass alle Vierecke in derselben Ebene liegen. 
Nach dem Vorangehenden ist der Satz Nr, 39, links auch noch 
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wahr und hat denselben Beweis, wemi die Vierecke in voi'- 
schiedenen Ebenen liegen. 

Betrachtet; man also letztem Satz als einen solchen der 
ßaumgeometrie, so wird der reciproke Satz folgender sein: 

Gehen drei Ebenen «, ß, y durch dieselbe Ge- 
rade s und conatruirt man ein vollständiges Vier- 
seit (im Strahlenbüude!) nXftv^ dessen Scheitel ein 
beliebiger Punkt von s sei und von welchem zwei 
gegenüberliegende Kanten xX, /xv in der Ebene ß, 
zwei andere gegenüberliegende Kanten xv, Ifi in 
der Ebene ß, die fünfte Kante Iv in /liegen, soliegt 
die sechste Kante k fi immer in einer bestimmten 
durch s gehenden Ebene d\ welche dieselbe bleibt, 
in weicher Art auch die zufälligen Elemente des 
"Vierseits verändert werden mögen. 

Denn construirt man (aus demselben oder aus einem an- 
dern Scheitel in s genommen) ein anderes vollständiges Vier- 
seit, welches den vorgeschriebenen Bedingungen entspricht, 
80 haben die beiden Vierseite fünf Paare entsprechender Kan- 
ten, welche in Ebenen liegen, die durch dieselbe Gerade s 
gehen: also muss (nach Nr. 31 links) das sechste Paar eben- 
falls in einer Ebene liegen, die durch die Gerade s geht. 
Wir nennen die vier Ebenen «, ß^ /, S harmonische Ebenen 
und sagen, das Gebilde, das aus ihneu zusammengesetzt ist, 
sei ein harmonisches Gebilde. 

43. Schneidet man ein vollständiges Vierseit (im Strahlen- 
bündel) xlfiv durch irgend eine Ebene, die nicht durch den 
Scheitel geht, so erhält man ein voUsülndiges Vierseit (in der 
Ebene); dieselbe Transversalebene schneidet die Ebenen k, 
/?, y, 5 in vier Strahlen o, ft, c, d eines Strahlenbüschels, 
von dem die beiden ersten Strahlen je zwei Paare der Eck- 
punkte des Vierseits enthalten, während die beiden andern 
Strahlen durch den fünften und sechsten Eckpunkt des Vier- 
seits gehen. Folglich werden (Nr. 39 rechts) vier harmonische 
Ebenen, k, ß, y, 5, durch eine Transversalebene in vier har- 
monischen Strahlen geschnitten. Ebenso : wenn die vier har- 
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moüischen Ebenen «, ß, y, S dnrcli eiüe Ti-ansversale in den 
vier Punkten A, B, C, D geschnitten werden, so ist das 6e- 
biide AB CD liarmoniseh. Denn legen wir durch die trans- 
versale Gerade eine Ebene, so wird diese die Ebenen c, /?, 
;', S nach vier Geraden a, h, c, d schneiden. 

Die vier Geraden sind nach dem eben bewiesenen Satze 
harmonisch; aber AB CD ist einschnitt des Strahlenbüschels 
aöcd; folglich sind (nach Nr. 41 Ende) die vier Punkte Ä, 
B, C, D harmonisch. Umgekehrt: projicirt man vier harmo- 
nische Punkte aus einer Axe oder vier harmonische Strahlen 
aus einem Punkte, so erhält man vier harmonische Ebenen. 

44. Verstehen wir also unter einem harmonischen 
Gebilde eine Gruppe von vier harmonischen Punkten oder 
vier harmonischen Strahlen oder vier harmonischen Ebenen, 
so haben wir den Satz: 

Jede Projection und jeder Schnitt eines harmo- 
nischen Gebildes ist wieder ein harmonisches Ge- 
bilde; oder: 

Jedes Gebilde, welches zu einem harmonischen 
Gebilde projectivisch ist, ist ebenfalls harmonisch. 

Umgekehrt sind zwei harmonische Gebilde immer 
projectivisch. Um diese Eigenschaft zu beweisen, genügt 
es, zwei Gruppen von je vier harmonischen Punkten zu be- 
trachten; denn wenn eines der Gebilde ein Büschel ist, so 
erhält man vier harmonische Punkte, indem man den Büschel 
durch eine Transversale schneidet. Setzen wir also voraus, 
es seien AB CD, Ä'B'C'D' zwei harmonische Gebilde und 
projiciren wir ABC in der in Nr. 37 erklärten Weise auf 
A'B'C; dieselben Operationen (Projectionen und Schnitte), 
welche dazu dienen, A'B'C von ABC abzuleiten, werden für 
D einen Punkt Dj gehen; daraus folgt, dass das Gebilde 
A'B'C'D] harmonisch sein wird, so wie es AB CD ist. Aber 
nach Voraussetzung sind auch A'B'C'D' vier harmonische 
Punkte; also muss D, mit D' zusammenfallen, denn die drei 
Punkte A'B'C bestimmen den vierten Punkt, der mit ihnen 
ein harmonisches Gebilde ausmacht (Nr. 39 links); \v. z. b. w. 
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Dazu kommt eine Folge der in Nr. 42 imd 43 gegebenen 
Definitionen. 

Die correlative Form eines havmoiiisehen Ge- 
bildes ist selbst ein liarmonisches Gebilde. 

45. "Wenn a, 6, c, d die Strahlen eines Büschels sind 
(Fig. 26), so sagt mau, dass a und b getrennt sind durch 
c und d, wenn der sich drehende Strahl nicht von a nach b 
gelangen kann, ohne mit einem und nur mit einem der beiden 
anderen Strahlen c oder d zusammen zu fallen. Dieselbe De- 
finition wird auf yier Ebenen eines Büschels oder auf vier 
Punkte A, B, G, D einer Punktreihe angewandt (Fig. 24); die 
einzige Bedingung, welche man dabei anzunehmen hat, ist die, 
dass man auf einer Geraden auf zwei verschiedenen Wegen 
von einem Punkte A zu einem Punkte B gelangen kann (Fig. 27), 
indem man die endliche Strecke AB durchläuft oder die 



unendliche Strecke, welche in Ä anfängt, durch den unend- 
lich fernen Pnnkt geht und in B zurückkehrt. 

Wird diese Definition angenommen, so kann folgende 
Eigenschaft als an und für sich klar ausgesprochen werden. 
Vier Elemente eines Gebildes der ersten Stufe (d. h. vier 
Punkte einer Geraden, vier Strahlen eines Büschels etc.) kön- 
nen immer so in zwei Paare getheiit werden, dass das eine 
durch das andere getrennt wird; das kann nur auf eine ein- 
zige Art geschehen. In Fig. 24 z. B. sind die beiden Paare, 
die sich gegenseitig ti'ennen, AB und CD, und wenn A'B'C'D' 
ein projeetivisches Gebilde von ABCD ist, so ist auch das 
Paar A'B' durch das Paar CD' getreiint; denn die Projec- 
tionen und Schnitte verändeni die gegenseitige Lage der Ele- 
mente nicht, 

46. Es seien ABCD vier harmonische Punkte, d. h. vier 
Punkte, die man durch die Construction von Nr. 39 links er- 
hielt. Diese lässt zu, dass auf eine unendliche Anzahl -von 
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Arten ein vollständiges Viereck gezeichnet werde, von dem 
A imd B zwei Diagonalp unkte (Nr. 30, 2. links) sind, wäh- 
rend die heiden anderen Gegenseiten durch C und D gehen. 
Es genügt, diese Constrnction anzuführen, um einzusehen, 
dass die beiden Punkte Ä und B in Bezug auf das System 
die gleiche Bedeutung haben und dass es sich ebenso mit den 
Punkten C und D verhält. Daraus folgt: wenn das Gebilde 
AB CD ein harmonisches ist, so sind auch die Gebilde BACD, 
ABDC, BADCharmoniseh, welche man erhält, indem man die 
Buchstaben A und B oder C und D oder beide Paare permutirt. 
Folglich ist (nach Nr. 44) das Gebilde AB CD z. B. projecti- 
visch zu B A C D , d. h. man bann durch eine endliche Anzahl 
von Projectionen und Schnitten von dem einen Gebilde zum 
andern übergehen. In der That: projicirt man (Fig. 28) von K 
aus das Gebilde AB CD auf CQ, so erhält man das Gebilde 
LNCQ, welches von M aus auf AB projicirt ABCD gibt. 

47. In dem harmonischen Gebilde ABCD sind die 
Punkte A und B nothwendigerweise durch die bei- 
den andern getrennt. 

Denn projiciren wir (Fig. 28) das Gebilde ABCD zuerst 
aus dem Centrmn L, dann aus dem Centinim N auf die Go- 




rade KM, so sind KMQD undMKQDdie beiden Projectionen. 
Diese aus denselben Elementen zusammengesetzten Gebilde 
müssen dieselbe Art der Trennung zeigen, also sind die Punkte 
K und M getrennt durch Q und D und folglich A und B ge- 
trennt durch C und D. 

48. Ziehen wir (Fig. 29) die Gerade A Q, welche 
MB in T] und NB in S und die Gerade BQ, welche KL 
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in T imd MN in V schneidet Das vollständige Viereck 
LTQU luit zwei Gegenseiten LT und ÜQ, die sich in A 
zwei andere Gegenseiten UL und T Q, die sieb in B 
schneiden, eine fünfte Seite {LQ oder LN) geht durch C; 
also muss die sechste Seite TU durch D gehen (Nr. 39). 
Ebenso muss die sechste Seite V S des vollständigen Vierecks 
NVQS durch D, die sechsten Seiten ST und ÜV der voll- 
Fig. w- 



ständigen Vierecke KSQT und MÜQV durch C gehen. Man 
erhält so ein Viereck STUV, von dem zwei Gegenseiten durch 
C, zwei andere Gegenseiten durch D, die fünfte Seite durch 
Ä, die sechste durch B gehen. Mau sieht also, dass die 
den Punkten C und T) gemeinsame Bedingung (Nr. 46) die- 
selbe ist, wie diejenige, welche A und B gemeinsam hahen; 
oder was auf das Gleiche herauskommt, das Paar A und B 
kann mit dem Paar C und D vertauscht werden. Wenn also 
A B C D ein harmonisches Gebilde ist , so sind nicht mir 
BACD, ABDO, BADC, sondern auch ODAB, CDBA, 
DCAB, DCBA ebenfalls solche*). 

Die Punkte A und B heissen zugeordnete oder cou- 
jugirte Punkte; es siud also auch C und D conjugirte Punkte. 
Mail sagt: die Punkte A und B sind durch die Punkte C und 
D harmonisch getrennt; oder die Punkte C und D sind durch 
A und B harmonisch getrennt, oder auch das Segment AB ist 
durch diePuukte CundD oder durch das Segment CD harmonisch 
getheilt. Sind zwei Punkte A und B (Fig. 28) durch die Punkte 
und D harmonisch getrennt, so dass die Gerade AB durch die 



■*) Reyo, Geometrie der Lage (Ilai 



r imf..l. MJ. 
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beiden Geraden Q.C und QD gesühnitten wird, so sagt man 
auch, die Punkte A und B sind durch die Geraden QC und 
QD oder diircli den Punkt C und die Gerade QD etc. liar- 
moüisch getrennt und die Geraden QC und QD sind durch 
■die Punkte Ä und B harmonisch getrennt , . . 

Analoge Eigenschaften und Ausdrücke werden für yier 
harmonische Strahlen oder Ebenen gefunden. 

49. Aus dem Satze Nr. 39 links kann man auch den 
folgenden ziehen: In einem vollständigen Vierseit wird 
jede Diagonale durch die beiden andern harmo- 
nisch getheilt-). 

In dem vollständigen Vierseit (Fig. 30) z. B. sind die 
Gegenecken A und A', B und B', C und C. Die Diagonale 
AA' wird in den Punkten F und E durch die beiden anderen 




Diagonalen BB' und CC geschnitten. Betrachten wir jetzt 
das vollständige Viereck BB'CC, so finden wir darin zwei 
Gegenseiten, die sich in A schneiden; zwei andere Gegen- 
seiten schneiden sich in A', während die fünfte Seite durch 
E, die sechste durch F geht. Die Punkte A und A' werden 
also durch die beiden Punkte F und E harmonisch getrennt. 
Ebenso zeigt die Betrachtung der beiden vollständigen Vier- 
ecke C C A A' und A A' E B', dass dieselbe Eigenschaft auch 
den beiden Gruppen BB'FD und CG' DE zukommt. 

50. In dem vollständigen Viereck BB'CO' sind A, A' 
und D die Diagonaipunkte; da die Gruppe der Punkte BB'FD 
harmonisch ist, so ist es auch (Nr. 41) die Gruppe der vier 
Strahlen, welche sie aus A projiciren; d, h. 

")CBrnot, Gforn^rie de Position (Paris 1803), Ui. 225. - Baltzer, 
Trigonometrie, 8. 371. 

L. Cremoriü, F.lem. ä, prDJeot. Goamctrio. 4 
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In einem vollständigen Viereck sind zwei in 
einem Di agon alpunkt zusammenstos sende Seiten 
durch die beiden andern Diagonalpunkte harmo- 
nisch getrennt. Dieser Satz ist übrigens (nach der Reci- 
procität in der ebenen Geometrie) zu dem Vorhergehenden 
correlativ. 

51. Mit Hülfe eines Lineales und der Sätze Nr, 3S) wer- 
den folgende Aufgaben gelöst; 

Zu drei gegebenen Punk- 
ten einer harmonischen 
Punk treibe den vierten zu 
finden. 

Auflösung. In Fig. 30, seien 
A, B und C die gegebenen Punkte 
(in gerader Linie); davon sollen 
A und B zugeordnete Punkte 
sein. Man lege zwei beliebige 

Fi^. 3f,. Fig. 30;. 



Zu drei gegebenen Strah- 
len eines harmonischen 
Büschels den vierten zu 
finden. 

In Pig. 30^ seien a, & und c die 
gegebenen Strahlen (aus dem- 
selben Centrum und in derselben 
Ebene), davon sollen a und l> 
;. Durch 




Geraden durch A und eine durch 
C; die letztere schneide die bei- 
den erstem in L und N" und ziehe 
B L und B X. Die Gerade B L 
schneide A N in M und B N 
schneide AL in K; dann trifft 
KM die gegebene Gerade in dem 
gesuchten Punkte D , der C an- 
geordnet ist *). 



einen Punkt Q der Geraden c 



ziehen 


wir beliebig zwei 


Ge- 


raden, 


welche 


inAundE, 


und 


t in P 


und B 


schneiden. 


Die 


Geraden AB u 


ad EP schneiden 


sich in 


einem 


Punkte D, 


der. 


mit de 


n geget 


enen Centrum S 


verbunden, den gesuchten S 


i-ahl 


d gibt 


Diese 


r Strahl d 


st c 


zugeordnet. 
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51 



&1, 
da SS 



52. Punkt C liege in der Mitte von A und B {Nr 
links). Wir können die willkürliclieii Elemente so legen, 
die Punkte K und M ins Unendliche rücken; dazu musa man 
Über der Diagonale AB (Kg. 31) ein Parallelogramm ALBN 
zeichnen; die andere Diagonale LN gebt durch C; al«o liegt D 
unendlich fevne. 




Sind umgekehrt die Punkte A, B, D gegeben und liegt der 
dritte D unendlich ferne, so können wir wieder über der Diago- 
nale AB ein Parallelogramm ALBN zeichnen; der vierte Punkt 
C, der D zugeordnet ist, musa im Durchschnitt der gegebenen 
Geraden mit L Js liegen, es muss also der Mittelpunkt von A B sein. 

"Wenn also von vier harmonischen Punkten ABCD 
der Punkt C in der Mitte zwischen den awei zugeord- 
neton Punkten A und B liegt, so ist der vierte unend- 
lich ferne und umgekehrt, wenn einer der Punkte unend- 
lich ferne liegt, so ist der zugeordnete Punkt in der 
Mitte zwischen den beiden andern. 

53. In rig. 32 sei c die Halbirungsliuie des Winkels a b 
(Nr. 51 rechts), Nimrat man Q unendlich ferne auf c, rio werden 




die Segmente AB, FR gleich und liegen zwischen den Paralle- 
len A P und B B; folglich wird der Strahl d senkrecht auf e, d. h. 
sind vier Strahlen a, b, '.; (/harmonisch und halbirt der 
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eine Strahl c den von den beiden andern zugeordneten 
Straklon gebildeten Winkel, so ist der vierte Strjilil 
aeaki-eoht auf e. 

Umgekehrt, wenn in einem harmonischen Bi'iscbel ah cd 
{Fig. S3) zwei zugeordnete Strahlen c und d auf einander senk- 
recht stehen, so halbiren sie die "Winkel, welche die beiden an- 




dern Strahlen a und b mit einander bilden. Denn, selmeidet man 
den Büschel {dessen Centrum in S liegt) durch eine Transversale 
{AB) parallel d, so gibt der Schnitt AB CD vier harmoaische 
Punkte (Nr. 41), und da D unendlich ferne liegt, so muss C in 
der Mitte zwischen A und B sein (Nr, 52); folglich ist A8B 
ein gleichschenkliges Dreieck und S die Halbirungslinie des 
Winkels an der Spitze. 

§ 9. Doppelyerliältiiissi!. 

54. Nehmen wir wieder Fig. 2 auf; diese veranschaulicht 
die Pi'ojectäon der Punkte einer Geraden a auf eine andere Ge- 
rade a\ aus einem Centrum S und suchen wir die Relation, die 
zwischen zwei entsprechenden Segmenten AB, A' B' besteht. 
Die ähnlichen Dreiecke SÄJ, A'SI' geben 
'■■■) JA: JS = rS:rA'; 
ebenso geben die ähnlichen Dreieclie SBJ, B' S I' 

J B : J S = I' S : I' B' 
daraus 

J A . I' A' -- J B . r B' = J S . r S 

*) Wir setzen voraus, dasa in allen Gleichungen Bwisehen Strecken 
die Zeichen regel beobachtet werde, nach welcher AB und B A gleiche 
und entgegengesetzte Grösaen sind; sind also A, B, drei Punkte 
einer Geraden, so hat man 

AB+BO + OA = o od<.T AB = OB — OA. 
Öiehü Baltzer, II. Bd. S. 105. 
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d. h. [las Rechteck J Ä . I' A' ist constant für jedes Paar ent- 
spreclieiider Punkte A vmd A'. 



.^AÄ.- / 



''■)'■ 
/» 

Bezeichnet man die Constanto J S . 1' S mit k. so 
halsen wii' 

daraus die Differenz 

^^ JA.JB ' 

es ist aber l'B' - I' A' -= A'B', JA — JE = RA ---- — AE, 
folglich 

Betrachten wir vier Punkte A, B, C, D (Fig. 34) der Ge- 
raden a und die vier Projectionen A', B', C, D', so erhalten 
wir auf analoge Art; 



A'D'=-^— 4t.- -ad. 
J A . J I> 
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und durch Diviaiün 

^'Sl A1_^ _ A_C . A D 
B'C ■ B'D' "BC " BD' 
Sind AB CD und A' B' C D' die Durchschnitte zweier 
Transversalen s und s' {die nicht in derselben Ebene liegen) 




mit vier Ebenen «, /?, j', ci', die durch dieselbe Gerade u 
gehen, d. h. ist A' B' C D' eine Projection von A B D aus der 
Axe u (Nr. 4), so besteht noch dieselbe Gleichung, welche 
oben für den Fall der Projection aus einem Centrum S be- 
wiesen wurde. Denn schneiden wir die vier Ebenen k, /?, y, § 
in A"B"C"D" durch eine Gerade s", welche s und s' schnei- 
det, so sind die Geraden AA", BB", CG", DD" die Schnitte 
der Ebenen «, /?, ;-, 3 mit der Ebene s s", folglich laufen sie 
in einem Punkte S zusammen, in welchem die Ebene ss" die 
Axe w schneidet. Eben so sind A'A", B'B", CG", D'D" vier 
Geraden in der Ebene s's" und laufen in einem Punkte S' 
(dem Schnittpunkt der Axe u und der Ebene s's") der Ase u 
zusammen. 

Folglich ist A"B"C"D" eine Projection von ABCD aus 
dem Centrum S und eine Projection von A'B'C'D' aus dem 
Centrum S': man hat folglich: 

B"C" ■ B"D" ~ Bö " 
Die Zahl 

AG 
BC ' 
heisst das Doppelverhältnis; 
C, D (einer Geraden). 



AD 


A'C" 


. AD' 


BD 


Fc=" 


■ B'D' 


AD 






BD 







i der ■ 



r Punk 
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Mit dein Obigen ist also der Satz bewiesen: 
Das Doppelverhältniss von vier Punkten einer 
Geraden wird durch eine beliebige Projection der- 
selben nicht verändert*). 
Oder auch: 

Zwei projectivische Gruppen von vier Punkten 
ABGD, A'B'O'D' (die in geraden Linien liegen) haben 
gleiche Doppelverhältnisse. 

Der Quotient der Ausdrücke für A'C und B'C gibt 
A'C _ AC . A J 
B'0'~BC 'bJ' 
In dieser Gleichung ist die zweite Seite das Doppelver- 
hältniss der vier Punkte A, B, C, J; folglich ist die erste 
Seite das Doppelverhältniss von A'B'C'J' oder das Doppel- 
verhältniss der vier Punkte A', B', C\ J', von denen 
der letzte unendlich ferne liegt, ist nichts anderes 
als das einfache Verhältniss A'C: B'C. 

Dies folgt auch aus der Bemerkung : wenn A' und B' fest 
bleiben, indem sich D' ins Unendliche (auf der Geraden A' B') 
entfernt, so hat man 

,. A'D' , 
l.m. ^^, ^ ], 

also 

,, A'C A'iy A'C 

''"■■Fc'5TJ = Fc' 

Ebenso hat man unter derselben Voraussetzung 
A/iy A^' _ ITC" 
um. ^.^.: ^-0 - j^^c" 

d. h, das Doppelverhältniss der vier Punkte A'. B', 
~D', C, von denen der dritte unendlich ferne liegt, 
ist gleich dem einfachen Verhäitniss B'C : A'C. 
Daraus folgt die Auflösung der Aufgabe : 
Zu drei gegebenen Punkten A, B, C (einer Geraden) 
einen vierten Punkt D zu bestimmen, wenn das Do p- 



"1 Pappiis, älatliemalicae collectioiies (Ausgabe von Coiiiandinc 
Ven(?dig 1589), Buch VII, S. VIH. ~ Siehe Balfzer, li. Bd. S, 367. 
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peiveiiijiltiiiss des Gebildes ABCD eine in Grösse 
und Vorzeichen gegebene Zahl X ist (Fig. 35). 

Auflösung. Wir ziehen durch C eine beliebige Trans- 
versale und tragen darauf, von C aus, zwei Strecken CA' und 




CB' ab, lieroH Verliältniss CA' : CB' gleich ?, : 1, dem Wcrth 
des gegebenen Doppelverhältnisses, ist; die beiden Strecken 
CA' und CB' liegen in gleicher oder in entgegengesetzter 
Richtung, je nachdem A positiv oder negativ ist. Wir ziehen 
die Geraden AÄ' und BB', ihr Schnittpunkt sei S; die durch 
S gezogene Parallele zu Ä' B' schneidet A B in dem gesuchten 
Punkte D '0- 

Denn nennen wir D' deu unendlich fernen Punkt von 
A'B', betrachten ABCD als eine Projectiou von A'B'C'D' 
aus dem Centrum S, so wird das Doppelverhältniss von 
ABCD gleich demjenigen von A'B'C'D' oder gleich dem 
einfachen Verhältniss 

A' C : B' C = A. 
Das ist die graphische Lösung der Gleichung 
AC AD _ 
BC ■ JiD ~ ^ 
oder 

AD _ A C . __ 
BD^BC ■ '■"~^' 
oder der Aufgabe: einen Punkt D zu finden, der mit zwei 
gegebeneu Punkten A und B zwei Strecken A D, B D (in ge- 
rader Linie) gibt, deren Verhältniss gleich einer in Grösse 
und Vorzeichen gegebenen Zahl ist. 

Die vorgelegte Aufgabe lässt also nur eine Auflösung 

"] Chaales, Gfemötrie superieiire (Paris 1S52), S. 10. 
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ZU, denn es gibt nur einen Punkt, welcher eine gegebene 
Strecke so theilt, dass Grösse und Zeichen der Theile gege- 
benen gleich werden. Folglich kann es nicht zwei verschie- 
dene Punlde D und D, geben, so dass A E C D, A B C Dj gleiche 
Doppelverhältüisse haben. Man kann also sagen: 

Wenn die Gruppen ABCD, ABCD, gleiche Dop- 
pelverhältnisse haben, so muss der Punkt Dj mit D 
zusammenfallen. 

Wenn zwei Gruppen von vier Punkten ABCD, A'B'G'D' 
(jede in gerader Linie) gleiche Doppelverhäitnisse haben, so 
sind sie projectivische Gebilde. 

Denn nach Nr. 37 kann man immer von dem Gebilde 
ABC zu dem Gebilde A'B'C (durch eine endliche Anzahl 
von Projectionen oder Schnitten) übergehen; D" sei der Punkt, 
den diese Operationen an der Stelle von D geben. Dann 
wird das Doppelverhältnias von A'B'G'D" gleich demjenigen 
von ABCD und folglich die Doppelverhäitnisse von A'B'G'D' 
und A'B'G'D" unter einander gleich sein; also fällt D" mit 
D' zusammen, oder die Gruppen ABGD und A'B'G'D' sind 
projectivisch. 

Mit andern Worten, die nothwendige und genügende Be- 
dingung dazu, dass zwei Gebilde ABCD und A'B'G'D' (aus 
je vier Punkten einer Geraden zusammengesetzt) projectivisch 
seien, ist die Gleichheit (in Grösse und Vorzeichen) ihrer 
Doppelverhäitnisse. 

Das Doppelverhältniss von vier Punkten ABGD wird mit 
dem Symbol (ABCD)*) bezeichnet; folglich ist die Projec- 
tivität zweier Gebilde ABCD und A'B'G'D' durch die Glei- 
chung ausgedrückt: 

(ABCD) = (A'B'G'D'). 

Werden zwei Büsche! von je vier Strahlen oder Ebenen 
durch zwei Transversalen in ABCD und A'B'G'D' geschnit- 
ten, so ist die Gleichheit 

(ABCD)--(A'B'C'D') 
die nothwendige und genügende Bedingung dazu, dass die 
beiden Büschel projectivisch seien. 

") Möbius, Der baryeeii tri sehe Cnlcül, S. 2-16 (Leipzig ISST). 



y Google 



58 Elemente der projectiviEchen Geomelrie. 

Wir nennen Doppelverhältniss von vier Strahlen m, b, c, d 
oder vier Ebenen k, /?, /, S, die einem Büschel angehören, 
das Doppelverhältniss der vier Punkte, in welchen die vier 
Elemente des Büschels von einer beliebigen Transversalen 
ffeschnitten werden und stellen dieses Doppelverhältniss des 
Strahlen- oder Ebenenbüschels durch {a, 6, c, d) oder («, /9, 
y, ö) dar. 

Wir können dann den allgemeinen Lehrsatz so ausdrücken : 

Zwei Gebilde der ersten Stufe, die aus je vier 

Elementen bestehen, sind projectivisch, wenn ihre 

Doppelverliältnisse gleich sind; die Bedingung 

genügt. 

55. Da zwei harmonische Gebilde immer projectivisch 
sind (Nr. 44), so können wir aus dem vorhergehenden Satze 
schliessen, dass das Doppelverhältniss von vier harmonischen 
Elementen eine constante Zahl ist. Denn \venn ABCD 
ein harmonisches Gebilde ist, so ist auch BACD ein har- 
monisches Gebilde (Nr. 46) und die beiden Gebilde A C B D 
und BCAD sind projectivisch*) oder es ist 

(AOBD) = (BOAD) 
oder, was dasselbe ist, 

AB AD__BA BD 
G"B" C"D~ CA ■ CD^ 
daraus nach einigen Umformungen: 

A_C AI)„_-, 
B C ■ B D ~ ' 
oder 

(A B C D) == — 1 ; 
also ist das Doppelverhältniss von vier harmoni- 
schen Elementen gleich der negativen Einheit*'), 

56, Man kann der Gleichung 

(ÄBOD) = — 1, 

*) Projicirt man Fig. 28 ACBD aus K auf NC, so erhält nian 
LC NQ, und hierauf LCNQ aus M auf AD. äü erhält mnn BCAD 
•I) Mobius, loc. cit., S. "im. 
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oder 

ßO * BD ~ ' ' ' 

welche! ausdrückt, dass die vier Punkte AB CD liannoniscli sind, 
noch zwei andere bemerkenawertlie Formen geben. 

Da AD := CD — CA (Nr. 45), BD = CD — CB, so gibt 
die Gleictung (1) 

CA(CD — CB) + CB(CD — CA) = o 
oder 

OD =^ 2 [oÄ + 0"BJ *"^ 

eine Pormel, welche den Punkt D gibt, wenn die Punkte A, B, 
C gegeben sind. 

Ist die Mitte der Strecke D oder OD = üO = — OC, 
so wird 

AC = OC — OA; AD=:OD — 0A = — (OC-ipOA); 

EC = OC — OB,ßD = — (OC + OB), 
Die Gleichung (1) oder auch 

A C , B_C _ 
AD"'" B D ~ '^ 






C ~^0A _ B -OC 
OO'J- ö A"~' OB -L-OC 



0_C 



C = A . B, (3) 

oder: 

Die Hälfte der Strecke CD ist die mittlere Propor- 
tionale zwischen den Abständen der Punkte A und B 
von der Mitte von CD. 

Die G-Ieichung (3) zeigt, dass die ötreckeii A und B das 
gleiche Vorzeichen haben, d. h. dass der Punkt niemals zwi- 
schen A und B fällt. 

Daraus folgt: Legt man durch A und B einen Ki-eis (Fig. 36), 
so ist die Länge der Tangente, welche aus dem Punkte O 
an diesen Kreis gelegt wird *), Folglich schneidet der Kreis 

<>) 15altzcr, Planini., S. 117. 
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übet- dem Durchmesser D den ersten Kreis {d. h. alle durch A 
uud B gehendes Kreise) rechtwinklig. Umgekehrt: Schneiden 
sich zwei Kreise rechtwinklig, so schneiden sie eine behehige 




Gerade, die durch den Mittelpunkt des einen Kreises geht, in 
vier harmonischen Punkten *). 

Die nämliche Formel (3) dient claKU, folgende Aufgabe zu 
lösen: 

Zwei Punkt enpfiare AB und A' B' sind gegeben, ein 
anderes Paar CD so zu bestimmen, dass die beiden Grup- 
pen AB D und A' B' CD harmonisch seien (Fig. 37 und 38). 
■ Wir nehmen einen beliebigen Punkt G ausserhalb der Ge- 
raden und beschreiben die Kreise GAB und G A' B' ; ihr Schnitt- 




punkt sei H. Wir ziehen GH*') bis zum Durchschnitt mit 
der Geraden A B', im ersten Kreise haben wir *^) 

OA.OB=:OG.OH, 
im zweiten Kreise 

OA' .0B' = OG.OH, 
folglich 

OA.OB = OA'.OB'. 
ist also die Mitte der gesuchten Strecke; die Punkte C 
und D sind die Schnittpunkte der gegebenen Geraden mit dem 

=1 Baltzer, II. Bd. S. 370. 

"1} GH ist die Chordale der beiden Kreise, ßalt/er, Planim,, 
S. 113. 

"'') Ealtzev, Planira,, S. 117. 
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um b es ohri ebenen Kreise, dessen ßadius gleich der Länge der 
beiden gleichen Tangenten ist, die von O aus an die beiden ersten 
Kreise gezogen werden. 




Die Aufgabe lässt eine reelle Lösung zu, wenn aasserbalb 
der beiden Strecken AB und A' B' und folglicli ausserhalb der 
beiden Kreise fällt (Fig. 37 und 38). Es gibt keine reelle Lö- 
sung, wenn das Punktenpaar A B durcb das Paar A' B' getrennt 
ist (Fig. 39); in diesem Falle ist der Punkt im Innern der beiden 
Strecken. 

Setzen wir voraus, A, B, 0, D seien vier harmonische Punkte, 
von denen A und B einander nnendlicli nahe sind oder zossmraen 




fallen I t ( u endl che Enttemung, so muss D mit A und B 

z si nn eniallen ve 1 e n der M tte dieser beiden Punkte liegen 
nuss (N '^2) Ist G n endl he Entfernung und beliebig ge- 
btPÜt loch so las er we le m t A noch mit B zusammen fällt, 
so gbt de U hung ('') O D = C A = G B, d. h. D fallt mit 
A lind B zuaamn en 

Setzen vo au d A u 1 C zusammenfallen und B un- 

eadl 1 fe 1 efe,e Jetzt n as A in der Mitte, der Strecke D 
heoen tol^l ch fallt D m t A und zusammen. Ist B in end- 
1 c) er E tfernung nl b 1 eb g ge teilt, doch so, dass er weder 
n t A ch m t L sam n f 11t so gibt Gleichung (1) A D = o, 
1 h 1 P 1 D f 11t m t A nd zusammen. 



y Google 



52 Elemente der projeclivisolien Geometrie, 

Wenn also von den vier harmonischen Paukten zwei 
zusammenfallen, so fällt auch einer der beiden anderen 
mit ihnen zusammen und der vierte ist unbestimmt. 

57, Der Lehrsatz der Nr, 38 führt auf die Thatsache: Sind 
vier Elemente A, B, C, D eines Gebildes der ersten Stufe ge- 
geben, so sind folgende DoppelverhäEtnisse gleich: 

{A B C D) = (B Ä D C) = (C D A B) = {D C B A). 

Vier Elemente (eines Gebildes der ersten Stufe) können auf 
vierundzwanzig verschiedene Arten permutirt oder in vierund- 
zwanzig verschiedene Gruppen gebracht werden; 



ABCD, 


BADC, 


CDAB, 


DOBA, 


ABDC, 


BACD, 


DCAB, 


ODBA, 


ACBD, 


CADB, 


BDAO, 


DBC A, 


ÄCDB, 


OABD, 


DßAC, 


BDCA, 


ADBC, 


DACB, 


BCAD, 


CBDA, 


ADOB, 


DABO, 


GB AD, 


BCDÄ, 



welche wir auf sechs Linien vertheilt haben. Die Gruppen einer 
jeden Linie sind au einander projectivisch (Nr. 38) und haben 
folglich dasselbe Doppelverhaltnies. Will man die Doppel Verhält- 
nisse der vierundzwanzig Grriippen bestimmen, so genügt es, aus 
jeder Linie eine Gruppe, z. B. die sechs Gruppen der ersten 
Kolonne zu betrachten. Diese sechs Gruppen sftäd so von ein- 
ander abhängig, dass, wenn man eine von ihnen kennt, auch die 
fünf anderen sogleich bestimmt werden können. 

Betrachten wir die beiden Gruppen A B D und ABDC, 
welche man durch die Vertauschung der beiden letzten Elemente 
erhält. 

Die beiden Doppel Verhältnisse 

sind reciproke Werthe, also: 

(1) (ABCD) (ABDC) ^ 1; 

ebenso 

(1)' (ACBD).(ACDB) = 1; 

(1)" (ADBC)(ADCB) = 1. 
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Sind die vier Punkte A, B, C, D Je gerader Linie, so hat 
man die identische Gleichung 

BC.AD-fCA.BD + AB.OD^o*); 
(lividjrt man durch BC. AD, so hat man 
AC.BD A B . C D __ 
BO. AD ''^ CB , AD ~ ■ 
oder 

BO ' BD + CB ■ CD "" ^' 
in andiTer Torm (Kr. 54) 

(2) (Ä B D) + (A C B D) = 1 ; 

ebenso bekommt man 

(2)' (ABDC) + (ADBC) ^ 1, und 

(2)" (AG DB) + (AD OB) = 1. 

Bezeichnen wir mit X das Doppel Verhältnis s der Gruppe 
AB CD, d. h. setzen wir 

(ÄBCD) = A, 
=0 haben wir nach Formel (1) 

(ABDC) =y, 

und nach Formel (2) 

(AOBD) = 1 — /; 
daraus folgt, nach (1)' 

(ACDB) = ^4r?:' 

und nach (2)" 

(ADCB) = l-j4, = ;_^j; 

und endlich, nach (1)" und (2)' 

(ADBC) = ^-^■*'') 

"J Multipliciren wir die identisthe Gleichung 
BC + CA + AB = o 
mit A D und berücksichtigen , dass 

AD = BD + AB und AD = CD — CA, 
so bekommen wir 

BC.AD + CA (UD + AB) +AB(OD-CA) = o, 

BC.Ar>+CA.BD + AB.CD=:o, 
"'j Möbius, loc. dt., S. 24y. 
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"Wemi in der Gmppe ABCD Kwei Punkte A und B zu- 
sammenfallen , so hat man 

AC = BC, AD = BD, folglich (A B C D) = (A A C D) = 1 ; 
wenn aber /. = 1, so werden die andern Doppel Verhältnisse 

(AGAD) = 1 — 1 ^0, (AODA)^ oo, 
d. h. wenn von vier Elementen zwei znsaminenf'allen , so hat ihr 
Doppelverbältniss die Werthe 1, o, go. 

Ist (ABCD) =— 1, d. h. ist das Gehildo ABCD liarrao- 
niscb, so geben die obigen Formeln 

(A C B D) := l — (— 1) = 2, 
(A C D B) =: -1 ; 
■wenn also (Nr. 54) das Doppeivci^iältniss von vier Punkten einen 
der Werthe 2 oder -^ hat. so bilden diese Punkte, in einer an- 
deren Aufeiiiande'-fo'ge. , eme harmonische Gruppe. 

58. Aus dem Lehrsatz 54, welcher die BetUnguag aus- 
drückt, die für die Projectivität zweier Gruppen von je vier 
Elementen erforderlich ist und genügt, schliesst man: 

Wenn zwei Gebilde {der ersten Stufe) projecti- 
visch sind, so haben vier beliebige Elemente des 
einen Gebildes und die vier entsprechenden Ele- 
mente des andern gleiche Doppelverhältnisse"). 

Insbesondere: vier harmonischen Elementen des einen 
Gehildes entsprechen vier harmonische Elemente des anderen 
(Nr. 44). 

59. Mögen Ä A' und B B' zwei beliebige Paare von 
entsprechenden Punkten zweier projectivischer Punktreihen 
(Fig, 40} und I, J' ihre unendlich fernen Punkte sein, so 
haben wir die Gleichheit der Doppel Verhältnisse 

(ABU) = (A' B' r J') 
^ -,-. —^ ______ -— -^ 

") Steiner, System ati sehe Entwickaking ete.,^S. 33 (Berlin 183'>), 
oder -Jacob Steiner's Gesammelte Werke, herausgegeben toh Weier- 
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oder (Nr. 57) 

(B A J 1} :-^ (A' B' r J') 
oder auch, weil I und J' unendlich ferne liegen (Kr. 53). 

B J : A J = Ä' r : B' r, 



■woraus man acliliesst: 

J A . I' A' ^ J B . r E', 
d.h. das Produkt JA.I'A' hat für allePaare der ent- 
sprechenden Punkte einen constanten Werth*). 

(Siehe Nr. 54, wo dieser Satz für zwei perspectivische Punkt- 
reihen bewiesen wurde.) 

§. 10. Construcllojieii projectivisclier CJebilde. 

60. Es seien ABC und A' B' C zwei Temen entspre- 
chender Elemente von zwei projecti vischen Gebilden erster 




Stufe (Fig. 41) rait einem beliebigen System von Operationen 
(Projectionen und Schnitten), durch welche man von ABC 
zu A' B' C übergeht; dasselbe System wird auch von einem 



einer, loc. cit., S. 40,^12. 
mona, Eiern, d. projact. ßoometrie. 
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6g Elemente der projecti-visohen Geometrie. 

beliebigen anderen Elemente D des ersten Gebildes zu deiH 
entsprechenden Elemente D' des zweiten führen. Denn konnte 
D mit diesen Operationen ein anderes Element D" geben, so 
wären die beiden Doppelverhältnisse (AB CD) und (A'B' CD") 
gleich; nach Toraussetzung hat man 

(AECD) ^ (Ä'B'C'D'}; 
folglich wäre 

CA'B'C'D') = (A'E'C'D"): 
das ist unmöglich, wenn nicht D" mit D' zusammenfällt 
(Nr. 54). 

In Fig. 41 sind die Operationen: eine Projection ans S, ein 
Schnitt diATcli m", eine Pvojection aus S' and ein Schnitt durch w'. 

61. Es ist ebenso leicht, die Umkehrung zu dem Satze 
Nr. 54 zu beweisen; d. h. 

Sind zwei Gebilde der ersten Stufe gegeben und 
entsprechen den Elementen A, B, C, D... des einen 
in derselben Reihenfolge die Elemente A', B', C, D'.... 
des andern in der "Weise, dass vier beliebige Ele- 
mente des ersten Gebildes und die vier entsprechen- 
den Elemente des andern gleiche Doppelverhältnisse 
haben, so sind die beiden Gebilde projeetivisch. 

Denn jedes System von Operationen, das von der Terne 
ABC zur Terne A' B' C führt, leitet auch von dem Element 
D zn einem Element D", so dass 

(AB CD) = (A'B'C'D"); 
nach Voranssetaung aber ist 

(ABCD) ^ (A'B'C'D'), 
also auch 

(A'B'C'D') = (A'B'C'D"); 
folglich fällt D" mit D' zusammen (Nr. 54). Da derselbe 
Schluss für jedes andere Paar entsprechender Elemente wahr* 
bleibt, so ist bewiesen, dass die beiden Gebilde projeetivisch 
sind (Nr. 34). 

62. Aus Nr. 60 folgt als specieller Fall: 

"Wenn zwei projectivische Gebilde der ersten 
Stufe zwei entsprechende Temen ABC und A'B'C 
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enthalten, die perspectivisch sind, so sind auch die 
beiden gegebenen Gebilde perspectivisch. 

Sind z, B, die beiden Gebilde zwei Punktreihen AB CD... 
und A' B' C D' . . . , so ist mit der Voraussetzung angenommen, 
dass die Geraden A A', B B', C C in einem Punkte zu- 
sammenlaufen , folglich gehen auch die andern analogen Ge- 
raden DD'... durch (Fig. 17 und 34). 

Als speciellen Fall setzen wir voraus, dass die Punkte 
A und A' (Fig. 20) zusammenfallen, indem sie einen ent- 
sprechend gemeinschaftlichen Punkt bilden*). Die 
Temen ABC und Ä' B' C sind perspectivisch und der Schnitt- 
punkt von BB' und CG' ist ihr Projectionscentrum ; wenn 
also zwei projectivische Punktreihen einen ent- 
sprechend gemeinschaftlichen Punkt haben, so sind 
sie perspectivisch. 

Umgekehrt ist klar, df^s zwei perspectivische Punktreihen 
immer einen entsprechend gemeinschaftlichen Punkt haben. 

Sind die beiden Gebilde zwei Strahleabüschel ab cd... 
und a'b'c'd' ... in derselben Ebene, so ist mit der Voraus- 
setzung angenommen, dass die drei Punkte a a', h b\ c c' auf 
einer Geraden s liegen, also fallen auch die anderen analogen 
Punkte dd' .. . auf dieselbe Gerade (Fig. 18). Liegt die ganze 
Gerade s unendlich ferne, so erhält man folgende Eigenschaft; 

Sind in zwei projectivischen Strahlenbtischeln drei Paare 
entsprechender Strahlen parallel, so sind auch zwei beliebige 
andere entsprechende Strahlen parallel. 

Die Voraussetzung wird in dem Falle verificirt, wo die 
Strahlen a und a' in einen entsprechend gemeinschaftlichen 
Strahl (Fig. 42) zusammenfallen; dann ist die Gerade s die 
Verbindung der Punkte b b' und c c'. 

Wenn also zwei projectivische Strahlenbüschel 
(in derselben Ebene) einen entsprechend gemein- 
schaftlichen Strahl haben, so sind sie perspecti- 
visch. 

*) In zwei projectivischen Gebilden nennen wir ein entsprechend 
gemeinschaftliciieB oder vereinigteä Element ein solches, diia 
mit seinem entsprecli enden zusammenfälll. 
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umgekehrt haben zwei perspectivische Strahl enhüschel 
(in derselhea Ebene) immer einen vereiaigteo Strahl, 




Ist eines der Gehilde eine Punktreihe ABGD.,., das 
andere ein Strahlenbüschel abcd.. . (Fig. 26), so ist mit der 
Voraussetzung angenommen, daas die Strahlen abc durch die 
Punkte ABC gehen; folgUch geht auch d durch den Punkt 
D,... etc. 

63. Zwei Punktreihen können auf derselben Geraden 
liegen, oder sie sind übereinander liegende; werden z. B. 
zwei Strahlenbüschel (iu derselben Ebene) S ^ abc... und 
^ a' b' c' . . . (Fig. 43) durch dieselbe Gerade geschnitten, 
so enthält diese die beiden Punktreihen ABC... A' B' C, . . , 

Fig. i*. 




die projectivisch sein werden, wenn es die beiden Büschel 
sind. Man kann sich in diesem Falle fragen, ob es entspre- 
chend gemeinschaftliche Punkte gibt, d, h. ob zwei entspre- 
chende Punkte der beiden Punktreihen in irgend einem 
Punkte der Transversalen zusammenfallen. 

Zieht man z. B. die Transversale s durch die Punkte a a' 
und bi\ so coincidiren die Punkte A und A', ebenso B und 
B'; es hat also in diesem Falle zwei entsprechend gemein- 
schaftliche Punkte. Projicirt man eine Punktreihe u (Fig. 44) 
aus zwei Centren S und (die mit u in dei'selben Ebene 
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liegen), so hat mau zwei Strahlentiüscliel abc . . . und a' b'c' .. ,, 
zieht man hierauf eine Transversale .5 durcli den Punkt, in 
welchem der entsprechend gemeinschaftliche Strahl a a' von 




u geschnitten wird, so erhält man (auf s) die beiden pro- 
jectiviseh übereinanderiiegenden Punktreihen ABC... und 
A'B'C . ., die einen einzigen entsprechend gemeinschaftlichen 
Punkt AA' haben. 

Auf ähnliche Art können zwei Strählenbüschel (in einerlei 
Ebene) concentrisch sein; das ist dann der Fall, wenn 
man zwei verschiedene Punktreihen aus demselben Centrum 
projicirt (Fig. 45); zwei Ebeneubüschel können dieselbe Axe 
haben, wenn man aus derselben Axe zwei verschiedene Punkt- 

Fig. ib. 




reihen oder aus verschiedenen Mittelpunkten einen Strahleu- 
böschel projicirt etc. 

Schneidet man zwei Bündel durch dieselbe Ebene, so er- 
hält man zwei übereinanderliegende ebene Gebilde; projicirt 
man zwei ebene Gebilde aus demselben Gentrum, so erhält 
man zwei concentrische Bündel. In allen diesen Fällen sind 
die fraglichen Gebilde übereinanderliegend und das Aufsuchen 
ihrer entsprechend gemeinschaftlichen Elemente 
ist, wenn sie projectivisch sind, von grosser Wichtigkeit. 
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64. Lehrsatz. Zwei projectivische, übereinander 
liogeiide Gebilde (der ersten Stufe) haben entweder 
höchstens zwei, oder alle ihre Elemente entsprechend 
gemeiu. 

Beweis. Hätte es drei entsprechend gemeinschaftliche 
Elemente A, B, C und wären D und D' irgend zwei andere 
entsprechende Elemente, so hätte mau (nach Nr. 58) die 
Gleichheit 

(A B C D) = (A B C D'), 
folglich (,Nr. 54) würde D mit D' coincidiren. Wenn liIso die 
beiden Gebilde nicht identisch sind, so können sie nicht mehr 
als zwei vereinigte Elemente haben. 

65. Ist ein aus vier Elementen ABCD zusammenge- 
setztes Gebilde (der ersten Stufe) zu einem zweiten Gebilde 
projectivisch, das aus dem ersten abgeleitet wird, indem man 
zwei Elemente vertauscht, z. B. zu B A C D , so behaupte ich, 
dass das Gebilde harmonisch ist und dass die beiden ver- 
tauschten Elemente zugeordnete sind. Dieser Satz ist schon 
in Nr. 55 eingeschlossen*); wir können aber auch folgenden 
graphischen Beweis davou geben: 

Set5;en wir z. B. voraus, Ä, B, C, D seien vier Punkte 
einer Geraden (Fig. 46) ; K M Q D sei eine Projection dieser 
Punkte aus einem beliebigen Centrum L auf eine durch D 



gehende Gerade. AB CD ist projectivisch zu KMQD und 
(nach Voraussetzung) auch zu B A C D, folglich sind auch die 
Gebilde KMQD und BACD projectivisch. Da aber D ein 
entsprechend gemeinschaftlicher Punkt dieser Gebilde ist, so 
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sind sie perspectiviscli (Nr. 62) uod die Geratteii KB, M A. 
Q C schneiden sich in demselben Punkte N. Daraus folgt, 
dass KLMN ein vollständiges Viereck ist, in welchem zwei 
Oegenseitea in A, zwei andere Gegenseiten in B convergiren, 
während die fünfte und sechste Seite beziehiich durch C und 
D gehen. Folglich sind (Nr. 39) Ä, B, C, D vier harmoüische 
Punkte, 

66. Da der TJebergang von einem Gebilde zu einem an- 
dern projectivischen Gebilde (der ersten Stufe) immer durch 
ein System von Operationen ausgeführt werden kann, wel- 
ches dazu dient, drei Elemente des einen aus den drei ent- 
sprechenden Elementen des andern (Nr. 60) abzuleiten, und 
da zwei gegebene Gnippen vonje drei Elementen immer pro- 
jectivisch sind, d. h. immer mit Hülfe einiger Projectionen 
und Schnitte aus einander abgeleitet werden können, so dürfen 
wir schliessen: 

Sind drei beliehige Pa&re entsprechender Ele- 
mente von zwei projectivischen Gebilden gegeben, 
so kann man eine beliebige Anzahl anderer Paare 
entsprechender Elemente construiren. 

Wir geben zwei Beispiele, das eine von zwei Punktreihen, 
das andere von zwei Strahlenbüscheln; es ist vorausgesetzt, 
dass im einen wie im andern Fall die beiden Gebilde in 
derselben Ebene liegen. 



IiiFig.47 seien AuEdA', Bund 
B', G und C die drei gegebenen 
Paare entsprechender Punkte der 
projectivischen Punktreihen u 
und m', welebe zu construiren 
sind. 

Wir operiren nun so, wie wir es 
in Nr. 37 gemacht haben ; auf der 
Geraden, welche zwei entspre- 
chende Pvinkte, z.B. AundA' ver- 
bindet, nehmen wir awei beliebige 
PunkteSundS'; ziehen S B und 
S'B', die sicliinB"sclin6idenund 



In Fig. 48 seien « und «', b 
und b', t und c' die drei gegebe- 
nen Paare entsprechender Strah- 
len der projeetivisohen Strahlen- 
büschel U und TJ', welche au 
construiren sind. 
Dur ch den S chnittp unkt zweier 
Stralilen, a. B. 
; beliebig zwei 
: und s'; b" sei 
die Verbindungslinie der Punkte 
s b und s' b' ; c" sei die Verbin- 
dungslinie der Punkte s c und 
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S CuBÖS' 0', diesichia C" schnei- 
den. A" sei der Punkt,iu welchem 
sich. A A' und B" C" schneiden. 
Die Operationen, welche dazu 
dienen, von A B auf A'B'C 



s' c\ a" die VerbiEdungslinie 
der Punkte aa' und b" c". Die 
Operationen , welche dazu die- 
nen, von abc auf a'&'c' zu ge- 
langen, sind: 



Fis. .5 





1. Die Projection aus S; 
2. der Sclinitt durcli m"; u" ^ 
A" B" C"; 3. die Protection aus 
S'; 4. der Schnitt durch u'. 
Dieselben Operationen führen 
von einem beliebigen anderen 
Punkte D auf u zu dem entspre- 
chenden Punkte D' auf «', oder 
die Strablen SD und S' D' 
müssen sich in einem Punkte 
D" der festen Geraden u" 



1. der Schnitt durch s; 2, die 
Projection aus dem Punkt U", 
dem Schnittpunkt von a"b"c"; 
3. der Schnitt durch s'; 4. die 
Projection aus U'. Dieselben 
Operationen führen von einem 
beliebigen Strahl d des Büschels 
U au dem entsprechenden Sti-ahl 
d' des Büschels U'; oder die 
Punkte 3 d und s' d' müssen auf 
einer Geraden d" hegen, welche 
durch den festen Punkt U" 
geht. 
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Auf diese Weiseerhält man eine 
PunktreiheM"=A"B"C"D"..., 
die so'wohl zu m als zu u' pec- 



Aa£ diese Weise erhält inan 
einen BüschelU" ^ a" 6" o" rf" . . . , 
der sowohl au U als zu U' per- 
spectivisch ist. 

In Fig. 47 schneidet der durch S gehende Strahl, der pa- 
rallel V. ist, die Gerade n" in I", der Strahl S'I" schneidet u' im 
Punkte r, dessen entsprechender auf u unencllieb ferne liegt. 
Ebenso achneidet der durch S' gehende Strahl, der u' parallel 
geht, die Gerade u" in J" und der Strahl S J" schneidet u im 
Punkte J, dessen entsprechender auf w' imendlich ferne liegt. 



Ist P (Fig. 47) der Punkt, in 
■welchem u von u" geschnitten 
■wird, so ist P' der Schnittpunkt 
von u' und deoi Strahl S'P. 
Ebenso: wenn Q' der Punkt ist, 
wo ii' von u" geschnitten wird, 
so ist Q der Schnittpunkt von 
« und S Q'. 

67. Die Mittelpunkte S und S' 
sollen mit zwei entsprechenden 
Punkten auf derselben Geraden 
liegen, im Uebrigen sind sie be- 
liebig. Wir können z. B. S auf 
A' und S' auf A legen (Fig, 49). 
Dann coincidirt der Strahl S' P 
mit n und P' wiid folglich dpr 
Schnittpunkt von m und i e n 
Ebenso coincidut lei stiahl 
S Q' mit m' und Q f 11t t h in 
den Punkt ««'. 

Nehmen wir also die Punkte 
A und A' an der Stelle der 
Centren S und S', ao schneidet 
die Gerade u" die beiden Ge- 
raden M und m' beziehlich in P 
xind Q', welche dem Punkte mm' 



als P' der Linie u'. das andere- 



Nonnen wir p (Fig. 48) den 
Strahl UU", so verbindet der 
entsprechende Strahl p' die 
Punkte U' und s' p. Ebenso: 
wenn der Strahl U' U" mit q' 
bezeichnet wird, so verbindet der 
Strahl (j die Punkte U und s '/'. 

Die Transversalen s und s' 
sollen durch den Schnittpunkt 
zweier entsprechender Strahlen 
geben , im Uebrigen sind sie 
beliebig. Wir können z. B. a' 
an der Stelle von s und a an 
der Stelle von s' nehmen (Pig. 50) . 
Dinn coincidirt der Punkt s'p 
mit U; folglich ist p' die Ge- 
lade U'U. Ebenso coincidirt 
lir'i Punkt s (]' mit U' und q ist 
m hti anderes als die Gerade 
UU. 

Nehmen wir also die Strahlen 
rt' und a an der Stelle der Trans- 
versalen 8 und «', so ist der 
Punkt ü" der Durchschnitt der 
Strahlen p und (;', welche der 
Geraden UU' entsprechen, die 
das einemal als Strahl p' des 
Büschels ü', i 
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mal als Q der Linie u ange- 
sehen wird. 

In der Conetruction der vor- 
hergehenden Nummer war aber 
die Gerade«" derOrtderSohaitt- 
pimkteder entsprechenden Strah- 
len der perapeoti vischen Büschel 

S(ABCD...)«ndS'(A'ß'G'D'...). 

Die Grerade «", die wir hier er- 
halten, ist ebenfalls der gemein- 
same Schnitt der Büschel 
A'(ABCD .. .)und A(A'B'0'D'. . .), 

d.h, der Ort der Punkte, in denen 
sich die Linienpaare A' B und 
AB', A'O imd AO', A'D und 
AD'... schneiden. 



Strahl ij des Büschels ü ange- 
sehen wird. 

In der Construciion der vor- 
hergehenden Kummer war aber 
der Punkt U" das Projectioas- 
centrum der perspectivischen 
Punktreihen 
s (abcd...)xai<ls' {a'b' c' d...). 

Der Pankt U", den wir hier 
erhalten, ist ebenfalls Projec- 
tionscentrum der Punktreihen 
a' (aficd...)tindn {a' ¥ c' d' . . .), 

d. h. der Schnittpunkt der Ge- 
raden, welche die Punktenpaare 



ind a b' 



und a d' . 



verbinden. 



Fig. W. 




Nehmeo wir statt der Punkte 
A' A zwei andere Punkte B' und 
B oder C und , . . als Pro- 
jectionscentren, so muss noch 
immer die Gerade «" die beiden 
Linien u und m' in den Punk- 
ten P und Q' schneiden, d. h. 
die Gerade «" bleibt dieselbe. 



Nehmen wir statt der Strahlen 
a' a zwei andere Strahlen h' und 
h oder c' und c . . . als Trans- 
versalen, so muss noch immer 
der Punkt U" der Durchschnitt 
der Strahlen ;) und q' sein, 
d. h. der Punkt U" bleibt der- 
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Sind also ABC... M N . . . 
und A' B' 0' . . . M' N' . . . zwei 
projectivische Punk treiben m 
derselben Ebene), so schneiden 
sich alle Linienpaare, die den fle 
radenMN' uudM'N analog sind, 
in Punkten, die einer festen Ge- 
raden angehören. Diese Geiade 
geht durch diejenigen Punkte 
der Panktreihen, welche ihiem 
Durchschnittspunkte entspre 
eben. 

68. Sind die beiden Punkt 
reihen u und u' perspectii isoh 
{Fig. 51), so coincidiren die 
PunktePundQ' mit dem Schnitt- 
punkte der beiden Geraden («, 
«'); und da der gerade Ort der 
Punkte (A B', A' B), (A C, A' 0), 
(AD', A'D)... und der gerade 
Ort der Punkte (BA',B'A), (BC, 
B' C), (B D', B' D) . . . die Punkte 
und (AB', A' B) gemein haben, 
so fallen sie zusammen. Dann ist 
AA' BB' ein vollständiges Vier- 
eck; desaenDiagonalpunktesind 
0, S (Schnittpunkt von A A' und 
B B'. . .) und M (Schnittpunkt von 
AB' und A'B); folglich sind 
(Nr. &0) die Geraden m und m' 
durch die Geraden u" und OS 
harmonisch getrennt. 

Wenn also zwei Transversalen 
1* und m' einen Strahlenbüschel a, 
b, c ... in den Punkten (A, A'), 
(B, B'), (C, C) . . . schneiden, so 
liegen die Punkte, in denen sieb 
die Linienpaare A B' und A' B, 
AC und A'O, BC und B' 
schneiden, axd derselben Ge- 



Sind also «6 c. 



. und 



a b c m n ... zwei projec- 

tiMsche Strahlenbüschel (in der- 
selben Ebene), so gehen aUe 
Geraden, welche die den Punk- 
ten mn und m'n analogen Punk- 
tenpaaie verbinden, durch einen 
f ö'iten P unkt, welche r d er S chuitt- 
] unkt derjenigenStrahlen ist, die 
dei Terbindungslinie der Bü- 
i=i,hcliaittelpunkte entsprechen. 

bind die beiden Büschel XJ und 
U perspectivisch (I"ig, &3), so 
fdUen die Strahlen p und q' mit 
der Geraden XJU'ausanmien; und 
da der Schnittpunkt der Strahlen 
(ab',a'b),{ac-,a-c),(ad;a'd)... 
und der Schnittpunkt der Strah- 
len (&a', 6' o), & c', 6' c), (& rf', 6' <i) .. . 
gleichzeitig in den Strahlen UU' 
und (a 6', a' b) liegen, so fallen 

ein vollständiges Vierseit; des- 
sen Diagonalen sind UU', ? (der 
gemeinsame Schnitt der beiden 
Büschel) und m (die Yerhindung 
der Punkte ob', «'6); folglich 
sind (Nr. 49) die Punkte U und 
U' durch den Punkt U" und 
die Gerade s harmonisch ge- 
trennt. 

Wenn also eine Punktreihe 
aus zwei Punkten U und U' 
durch die Strahlen [a, a') (b, b'), 
(c, c') . . . projicirt wird, so lau- 
fen die Geraden, welche die 
Punktenpaare (ab\ o' fi), (« c', 
a'c), (bc', b'c)... verbinden, 
in einem Punkte U" 
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radenw", welehediirchäenPuiikt 
ww' geht; die Geraden 1/, i(' sind 
di;rch lie Ueride u." und das 
Gentium des BTj=i(hels Larmo- 
nisi.li getrennt 

Daraus fol^t lie Lösung der 
Äuf^ ibe 

Die freiade zu ziehen, welche 
einen gegebenen Punkt M mit 



welcher mit der Geraden s die 
Strecke U TJ' liarmonisch theilt. 



Daraus folgt die Lösung der 



Den Schnittpunkt einer ge- 
sogenen Geraden m und einer Ge- 




dem unzugängliciien Schnitt- 
punkt zweier gegebenen Geraden 
u und n' verbindet. 

Wir ziehen dui-ch M (Fig. 51 
und 52) zwei Gerade, welche ^^ 
in A und B, und n' in B' und 
A' schneiden, durch den Punkt 
8, in welchem sich A A' und B B' 




achneiden, ziehen wir eine an- 
dere Gerade, welche « und u' 
in und C trifft, Der Schnitt- 



raden (U, U'} zu zeichnen, wenn 
letztere nicht gezogen, aber 
durch zwei gegebene Punkte IT 
und TJ' bestimmt ist. 

Auf m (Pig. 53) nehmen wir 
zwei Punkte, die mit U ver- 
bunden, die Geraden a und b, mit 
V verbunden, die Geraden o' 
geben; auf der Verbin- 




dungslinie s der Punkte aa' und 
b h' nehmen wir einen dritten 
Punkt, der mit ü und ü' ver- 
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punktN der beiden Geraden BC 1 buaden dieGeraden 1; und c' gibt, 

und B' C ist ein zweiter Puakt I Die Verbindungslinie n der 

der gesuchten Geraden u". \ Punkte b c' und b' c schneidet »1 

! in dem gesuchten Punkte U". 

Sind die Geraden u und m' parallel (Fig. 62), so löst die vor- 
hergehende Construction die Aufgabe: mit Hülfe des Lineals 
allein, durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu legen, die 
zwei gegebenen Geraden parallel ist. 



69, Wird dieser Satz auf drei 
Punk-tenpaare A Ä', B B', C C 
beschränkt, dieimlJebrigenganz 
beliebig sind, so kann er so aus- 
gesprochen werden: 

Hat einSechseck AB'CA'BO' 
(Fig. &4) seine Eckpunkte un- 
geraden Banges (1,3, 6) auf einer 
Geraden u und seine Eckpunkte 
geraden Banges (2, 4, 6) auf 
einer Geraden «', so schneiden 
sich die Paare der Gegenseiten 
(AB' undA'B), B'C undBC, 
C A' und A C) in drei Punkten 
einer Geraden u" *). 




Wird dieser Satz auf drei 
Strahlenpaare a a', b h', c c' be- 
schränkt, die im Uehrigen ganz 
beliebig sind, so kann er so aus- 
gesprochen werden; 

Wenn in einem Sechsseit 
ab' ca' bc' (Kg. 55) die Seiten 
ungeraden Banges (1, 3, &) in 
einem Punkte U, die Seiten ge- 
raden Banges (2, 4, 6} in einem 
Punkte V zusammenlaufen, so 
schneiden sich die Geraden, 
welche die drei Paare der Gegen- 
ecken {ab' und «' b, h' c und bc' , 
c a' und a' c) verbinden, in e i n e m 
Punkte V". 

Fig. So, 




70. Kommen wir auf die Con- Kommen wir auf die Con- 

struction Nr. 6C (links) zurück \ atruotion Xr. G6 (rechts) zurück 



, Buch VII, 8. 13D, 
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und nehmen als Centrum S den 
Punkt, in welchem A Ä' und 
BB' sich solmeideii , als Gen- 
trum S' den Schnittpunkt von 
AA' und CO' (Fig. 56}. Dann 
ist B' die Gerade «", weil sich 
die Strahlen S B und S' B' in B' 
und die Strahlen SC und S'C 
iü schneiden. Foiglich con- 
struirt man irgend ein anderes 
Paar entsprechender Punkte D 
und D', indem man beachtet, 
dass die Geraden 8 D und S' D' 
sich auf B' C echneiden. 



und nehmen als Transversale s 
die Gerade, welche die Punkte 
aa' und cc' verbindet, als Trans- 
versale s' die Verbindungslinie 
der Punkte aa' und b b' (Fig. 57). 
Dann ist der Punkt U" derDurch- 
achnitt de', denn h verbindet die 
Punkte s h und s' &', und c' ver- 
bindet die Punkte s c und s' c'. 
Man construirt also irgend ein 
anderes Paar entsprechender 
Strahlen d und d\ indem man 
beachtet, dass die Punkte ii 
und s' A' mit b c' auf t 




Aus der Betrachtung der Kgur 
SS'CDD'B', die ein Sechseck 
ist, ergibt sich der Satz: 

IneinBm8eehseck,inwel- 

zweier projeotivischer 
Punktreihen, die vier an- 
dern Seiten die Verbin- 
dungen von vier Paaren 
entsprechender Punkte 
sind, schneiden sich die 
drei Geraden, welche die 



Aus der Betrachtung der Figur 
ss' bdd' c', die ein Sechsseit ist, 
ergibt sich der Sata: 

In einem Sechsseit, in 
welchem awei Eckpunkte 
ojecti^ 



r Strahle) 



chel, di« 



ndern Eckpunkte 



die Durchschnitte 



ahlen si 


nd, liege 


n die 


i Punkte 


in denei 


sich 


Gegense 


iten paar 


weise 
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elben j setneide' 



Punkte. 

71, Würden sich bei der Lö- 
sung der Aufgabe Sr. 6ö (Imks) 
die drei Geraden Ä Ä', BB', CC 
in demaelben Punkte S schnei- 
den (wenn z. B. A und A' eoin- 
cidiren), so wären die beiden 
Pnnktreibenperspectivisch; man 
hätte dann nur durch 8 Strahlen 
zu ziehen, um alle Paare ent- 
sprechender Punkte zu erhalten 
(Fig. IT). 



die drei Punkte aa'. 
on Nr. 66 (rechts) auf 
Geraden s (wenn z. B. 
a und a' coincidiren), so wären 
die beiden Büschel perspeoti- 
visoh; man hätte dann nur die 
beiden Oentren der Büschel mit 
jedem Punkte von s au verbin- 
den, um alle Paare entspre- 
chender Strahlen zu erb alten 
(Fig. 18). 



72, Sind die beiden Punktreihen u und ii' (Nr. 66 links) 
übereinander liegend, d. h. liegen die sechs gegebenen Punkts 
AA'BB'OC auf derselben Geraden (Kg. 58), so projicirt man 
zuerst u' aus eiuem beliebigen Centrum S' auf irgend eine Ge- 
rade M[ und zeichnet dann an den Punktreihen u ^ (ABC.) 




und M| = (A|B|C, ...), d. h. man verfährt mit den Punkten- 
paaren (AA,), (BB,), (CO,) in der Nr. 66 angegebenen "Weise. 
Ist ein Paar entsprechender Punkte D und Dj der Punktreihen 
H und «1 gefunden, so bestimmt der Strahl 8' Di auf u' den Punkt 
D', welcher D entspricht. 
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Die CoHstruction wird einfacher, wenn zwei eiitsprecliende 
Punkte A und A' coiiicidiren (Fig. &9) ; ziett man dann iij durch 
A, so ist die Punktreihe u, au m perspectivisch ; hat man folglich , 
m' aus dem boliebigeu Centrum S' auf w^ projicirt und schneiden 
sich B Bj und C G, in S, so hat man nur noch m aus S auf ti] 
und dann uj aus S' auf m' au projiciren. 

Fig, !■,<,'. 




D 6 be de nbere n nde 1 eg nde Punlt e he u und «' haben 
nen 7v. e teo entsp echend geme nsch'^ftl chen Punkt in dem 
Durchschn tt lei gegebenen Geraden nd des '^t ahles SS'; der 
e sti; si AA 

Ceht ilao der Strall SS lurch den P u kt mmj, so haben 
I o be de übe e na de 1 egp den P nkt e he u und u' nur 
e nen e tsprechenl gen e nsohafü hen Punl t Wollte man auf 
ener gegebenen Geladen zwe übeie anie 1 elende Punktreihen 
coöstru len für welche A A e n Paa entipre hender Punkte «nd 
H de eu z ^e ent preohen l geme n hattl he Punkt ist (Fig. 59i), 
m aste man e e bei b _ P I e s aus, den Punkt 




A' auf eine durch M beliebig gezogene Gerade m, in Aj projiciren 
und den Schnittpunkt S von Ä A, und S'M construiren ; um dann auf 
u' den Punkt B' za finden, der einem Punkte B auf u entspricht, 
projicirt man B von S aus in Bi und hierauf B, von 8' aus in B'. 
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§ 11, Besondere Fälle und Uebungen. 81 

biiiil die bellen Bu&cliel U und U' (Nr. 66 reclits) oon- 
centrioch, d h gehen die sechs Strahlen aa'bb'cc' durch 
denselben Punkt, so schneidet man zuerst a' h' c' liurch eine 
Tians^eisalö und projiciit die Schnittpunkte ans irgend einem 
Centrum U| Sinil die ptojicirenden Strahlen a^ &j c.^, so haben 
wir die beiden getrennten Büschel U und Uj zu betrachten. 

Wir können auch ahc durch eine Transversale in A B C 
schneiden, ebenso a' b' c' durch eine andere Trans versale in A'BC, 
dann mit den beiden Punktreihen ABC... und A' B' C , . . In 
der oben erklärten Weise verfahren. 

Wir geben die Figuren nicht, weiche diesen Constructionon 
entsprechen, damit sie der Leser selbst herstelle. Man erhielte 
auch da eine merkliche Y ereiß fachung , wenn es unter den ge- 
gebenen Strahlen einen entsprechend gemeinschaftlichen gäbe, 
wenn z. B, a und a' in einen einzigen Strahl zusammenfielen etc. 

§ 11. Besondere Fälle und Tebungen. 

73. Zwei Punktreihen sind ähnlich, wena den Punkten 
A, B, C, D... der einen Reihe die Punkte A', B', C\ D... 
der anderen in der Weise entsprechen, dass das Verhältniss 
von zwei entsprechenden Strecken eine constante Zahl ist; 

Ist diese Zahl die Ei uh e i t , so sind die Punktreihen gleich. 

ZweiähnliehePunktreihen sind projectivisch, weil jedes Dop- 
pelverhältuiss, (ABCD) z. B. seinem entsprechenden (A'B'C'D'J 




gleich ist. Denn setzen wir voraus, die beiden Geraden liegen 
in derselben Ebene (Fig. 60) und bezeichnen wir ihren Schnitt- 
punkt als Punkt der Geraden u' mit P' und als Punkt der 
Geraden u mit Q. Ein beliebiges Paar entsprechender Punkte 
sei AA', P sei derjenige Punkt von m, welcher P' entspricht, 
L. Cremona, Eiern, ä. projeet Geometrie. 6 
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Q' derjenige Punkt von u\ welcher Q entspricht; ziolien wir 
AA" parallel u' und A'A" parallel m. In den Dreiecken PQQ' 
und PÄÄ" sind die "Winke! Q und A gleich und von pro- 
portionalen Seiten eingeschlossen, denn nach Voraussetzung ist 

^ _ ZA _ZA 
P'Q' P'A' AA" 

Daraus folgt, dass die Punkte P, Q', A" in gerader Linie 
liegen ; projicirt man also durch Parallele zu u' die Punktreihe 
ABC... auf P Q' in A" B"'C" . . . , hernach durch Parallele zu 
u die Punktreihe A"B"C"... auf u', so erhält man die 
Punktreihe Ä'B'C... 

Ist PQ = P'Q', d. h. bildet die Gerade P Q' mit den 
beiden gegebenen Geraden gleiche Winkel, so sind die beiden 
Piiuktreihen gleich. 

Dem nnendlich fernen Punkte vou u entspricht der un- 
endlich ferne Punkt von u'. 

74. Umgekehrt, wenn sich die unendlich fernen Punkte 
I und r zweier projectivischer Punktreihen w und n' ent- 
sprechen, so sind die Punktreihen ähnlich. Denn projicirt 
man (Fig. 60) u aus I' und u' aus I (wie in Nr. 67 , links), 
so erhält man zwei Büschel paralleler Strahlen, von denen 
die entsprechenden sich auf einer festen Geraden u" schnei- 
den. Die Strecken A" B" von u" sind dann den Strecken 
AB von u und den Strecken A'B' von v! proportional; folg- 
lich sind die Strecken AB von u den Strecken A'B' von u 
proportional. 

Oder auch; sind AA', BB', CC drei Paare entsprechen- 
der Punkte und I, I' die unendlich fernen Punkte, so haben 
wir die Gleichheit der Doppelverhältnisse (Nr. 58) 

(ABCI) = (A'B' CT), oder 
da I und F unendlich ferne sind (Nr. 54) 
AC _ k[G_ 
BC ~ B'C 
eine Gleichung, welche genau die Proportionalität der ent- 
sprechenden Segmente ausdrückt. 
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Beispiele bchneidet man einen Strahlenbüschel (dessen 
Centruin in endbchei Foine liegt) durch zwei parallele Geraden, 
HO erhält man zwei ähnliche Punktreihen. 

Zwei bpliebige Schnitte eines Büschels paralleler Strahlen 
sind ähnliche Punktreihen. 

In diesen beiden Beispielen sind die Punkireihea anch per- 
speotivisch; im ersten I"alle ist der entsprechend gemeinschaft- 
liche Punkt im Unendlichen; im zweiten Falle ist er (im All- 
gemeinen) in endlicher Entfernung. 

73. Zwei Strahlenbüschel, deren Centren unendlich ferne 
liegen, sind projectivisch und heissen ähnlich, wenn ein 
Schnitt des einen Büsdiels einem Schnitte des andern ähnlicli 
ist. Dann sind irgend zwei andere Schnitte der beiden Bü- 
schel ebenfalls ähnlieh. 

76, Aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse scbliesst 
man, dass zwei gleiche Piinktreihen projectivisch sind (Nr ,61) 
und dass umgekehrt zwei projectivische Punktreihen gleich 
sind (Nr. 54), wenn die entsprechenden Segmente, die zwi- 
schen den Punkten zweier entsprechenden Temen ABC und 
A' B' C Hegen, gleich sind, d. h. wenn A' B' = A B, A' C ^=: A C 
(folglich B' C ^ B G). 

Beispiele, Schneidet man einen Büschel paralleler Strahlen 
durch zwei zu diesen Strahlen gleichgeneigte Transversalen, so 
erhält man zwei gleiche Punktreiheti. 

Schneidet man einen Büschel nicht paralleler Strahlen durch 
zwei parallele Transversalen in gleichen Entfernungen von dem 
Centrum des Büschels, so erhält man awei gleiche Punktreihen. 

77, Zwei ähnliche, übereinander liegende Pnnktreihen, die schon 
einen entsprechend gemeinschaftlichen Punkt N in unendbeher 
Feme haben, besitzen noch einen anderen M, der gewöhnlich in 
endlicher Distanz ist. Sind A A', B B' zwei Paare entsprechender 
Punkte, so hat man 

M A : M A' = A B : A' B' = const. 
Es wird also genügen, das Segment A A' in zwei Theile 
MA und MA' zu theilen, die ein gegebenes YerMltniss haben. 
Der Quotient MA : M A' ist (ßr. 54) das D oppe! verhält niss 
(AA'MN), 
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Ist seia Werth gleich — 1, so ist die Gnippe Ä A' M M bar- 
momach (Nr. 5ö'i, d. h. M ist der MittelpuHlit von A A', ebenso 
derjenige von jedem anderen entsprechenden Segment BB',..; 
mit andern Worten, die beiden Punktreihen sind aus Paaren 
von Punkten zusammen geeetzt, die gleicb weit von einem festen 
Punkte M entfernt sind, 

Ist aber das constante Verhältniss gleich + 1, d. h. sind 
M A und M A' in Grösse und Vorzeichen gleich, so ist der Punkt 
M im Unendlichen. Denn, da (AA'MN) =; 1, so hat man 
IN M A' Ä) = l (Nr. 38) : folglich (Nr. 57) fallen die Punkte M 
und N zusammen. 

Es folgt auch aus der Construction von Nr. 72 (Fig. 59;), 
dass zwei übereinander liegende Punktreihen, die nuv 
einen entsprechend gemeinschaftlichen Punkt in unend- 
licher Perne haben, gleich sind. 

Rückt der Punkt M ins Unendliche, so werden die Geraden 
SS' luid A| B, der gegebenen Geraden ii oder u' (Fig. GO,) pa- 
rallel und da die Dreiecke S A, B, und S' Aj Bj eine gemeinsame 




Basis haben, die der Verbindungslinie der Spitzen parallel isi, so 
sind die Segmente, welche sie auf einer beliebigen Parallelen zur 
Basis abschneiden, gleich; also AB = A'B', oder zwei ent- 
sprechende Segmente sind gleich; folghch ist AA' = BB', 
d. h, das zwischen zwei entsprechenden Punkten lie- 
gende Segment ist constant. Man kann also voraussetzen, 
dass die beiden Punktveihen durch ein in Grösse und Sinn 
bestimmtes Segment erzeugt werden, welches sich auf einer ge- 
gebenen Geraden fortbewegt; das eine Ende Ä des Segmentes 
beschreibt die eine Punktreihe, das andere Ende A' beschreibt 
die andere E«3he. 

Umgekehrt ist klaiv wenn ein in Grösse und Sinn ge- 
gebenes Segment auf einer gegebenen Geraden fortgleitet, so be- 
schreiben seine Endpunkte A und A' zwei gleiche nnd folglich 
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projectivisclie Pimktreihen , die in uiieadliclier Ferne einen ein- 
zigen entsprechend gemeinschaftlichen Punkt haben. 

78. Zwei Strahlenbüschel werden gleich genannt, 
wenn den Elementen des einen die Elemente des andern in 
der Weise entsprechen, dass der von zwei beliebigen Ele- 
menten des ersten Gebildes eingeschlossene Winkel der Grösse 
und dem Sinne nach demjenigen Winkel gleich ist, der von 
den entsprechenden Elementen des andern Gebildes einge- 
schlossen wird. 

Es ist klar, dass man zwei gleiche Büschel immer durclr 
zwei Transversalen so schneiden kann, dass die sich ergeben- 
den Punktreihen gleich sind; zwei gleiche Punktreihen sind 
aber auch immer projectivisch, also sind auch zwei gleiche 
Büschel immer projectivisch. 

Umgekehrt sind zwei projectivische Strahlenbüschel a6 c d... 
und a'b'c'd'... gleich, wenn drei Strahlen a, i>, c des einen 
und die drei entsprechenden Strahlen a\ b\ c' des andern 
zwei gleiche Figuren bilden. Der Satz kann bewiesen wer- 
den, indem man die beiden Büschel durch zwei Transversalen 
in der Weise schneidet, dass die Schnitte ABC und A'B'C 
der Gruppen abc und a'b'c' gleich sind. Die projectivischen 
Punktreihen, die sich daraus ergeben, sind gleicli (Nr. 7ö), 
folglich sind auch die andern entsprechenden Winkel ad 
und a' d' ... der gegebenen Büschel einander gleich. 

79. Da zwei gleiche Gebilde (Punktreihen oder Büschel) 
immer projectivisch sind, so können wir daraus schliessen: 
wenn man eine Punktreihe oder einen Büschel an eine andere 
Stelle im Räume bringt, ohne die gegenseitige Lage ihrer 
Elemente zu verändern, so ist dieses Gebilde in seiner neuen 
Lage zu demselben Gebilde in seiner ursprünglichen Lage 
projectivisch. 

80. Man denke sich zwei gleiche Strahlenbüschel ab cd... 
und a'b'c'd' in derselben Ebene oder in zwei parallelen Ebe- 
nen; ein Strahl des einen Büschels drehe sich um sein Cen- 
trum und beschreibe den Büschel selbst, dann beschreibt der 
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eiilsprecliende Strahl den andern Büschel, indem er sich 
entweder in gleichem oder in entgegengesetztem Sinne 
um sein Centrum bewegt. Im ersten Falle nennt man die 
beiden Büschel einstimmig gleich, im zweiten Falle sind 
sie entgegengesetzt gleich. 

Im ersten Falle sind offenbar die Winkel aa\ hb', cc'... 
alle gleich (der Grösse und dem Sinne nach); folglich sind 
zwei entsprechende Strahlen entweder immer ijarallel oder 
nie parallel. 

Im zweiten Falle sind zwei entsprechende Winltel gleich 
gross, aber im Sinne entgegengesetzt. Verschiebt man folglich 
einen der Büschel parallel zu sich selbst, bis sein Centi'um 
mit demjenigen des zweiten Büschels zusammenfällt, so sind 
offenbar die Winkelhalbirenden zweier entsprechender Strahlen 
a und a die entsprechend gemeinschaftlichen Strahlen der 
beiden übereinander liegenden Büschel, die immer noch pro- 
jectivisch sind {Nr. 79); daraus folgt, dass diese Strahlen 
auch die Winkelhalbirenden irgend eines andern Paares ent- 
sprechender Strahlen sind. Nimmt man also wieder an, dass 
die beiden Büschel nicht concentrisch sind, so haben sie 
zwei parallele Paare entsprechender Strahlen; in 
jedem Büschel sind diese beiden Strahlen senkrecht 
aufeinander, denn sie haben die Richtungen der Winkel- 
halbirenden von einem beliebigen Paar entsprechender Strahlen. 

81, Sind zwei Strahlenbüschel abcd. . . und a' h' c' d' ... 
projcctivisch und sind die Winkel au', bb', cc' von drei 
Paaren entsprechender Strahlen gleich gross und von gleichem 
Sinne, so hat der Winkel dd' von irgend einem andern ent- 
sprechenden Strahlenpaar dieselbe Grösse und denselben Sinn. 
Denn verschieben wu den ersten Büschel, parallel zu sich 
■selbst bii> ei mit dem zweiten concentrisch ist und drehen 
ihn um dib gemeinsame Centrum um den Winkel a a\ so 
weiden die Stiahlen o 6 c bezüglich mit den Strahlen a\ 
b c zusammenfiUen die beiden Büschel, die nicht aufgehört 
haben, projectiviseh zu sein (Nr. 79), haben dann drei ent- 
sprechend gemeinschaftliche Strahlen, folglich (Nr. C>4) wird 
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auch jeder andere Strahl mit seinem entäprechenden zusam- 
menfallen. Bringt mau jetzt den ersten Büschel in seine ur- 
sprüngliche Lage zurück , so wird der Winkel dcY gleich 
a a' sein. 

82. Da die Winicel aa\ bb\ cc' ... von zwei einstimmig 
gleichen Strahlenbüscheln gleich sind, so können solche Bü- 
schel, wenn sie concentrisch sind und in einerlei Ebene lie- 
gen, durch die Rotation eines unveränderlichen Winkels a. « 
um seinen festen Scheitel erzeugt werden; der eine Schen- 
kel a erzeugt den einen Büschel, der andere Schenkel a' er- 
zeugt den andern Büschel. 

Umgekehrt, dreht sich ein Winkel von unveränderlicher 
Grösse um seinen Scheitel, so erzeugen seine Schenkel (ein- 
stimmig) gleiche und folglich projectivische Strahlenbüsche!. 
Offenbar haben diese projectivischen Strahlenbüschel keinen 
entsprechend gemeinschaftlichen Strahl. 

Eine Transversale, weiche diese beiden Büschel schneidet, 
bestimmt übereinander liegende Punktreihen ohne entsprechend 
gemeinschaftliche Punkte. 

Ohne irgend welche Veränderung könnte über zwei Ebenea- 
fatiacbel im Eaume dasselbe gesagt werden, was in den Nr. 78—82 
von zwei Strablenbüscheln derselben Ebene gesagt wurde. 

83. Projiciren wir die übereinander liegenden Pnnktreikeii 
ABC..., A'B'C auf derselben Geraden mit Hülfe der Büschel 
aöc..., a'b'c'... aus zwei verschiedenen Punkten U irad U'. Die 
durch U and U' gebenden Strahlen i, j' seien der gegebenen Ge- 
raden parallel, i' und j ihre entsprechenden Strahlen. Die Punkte 
I', J, in welchen diese letzteren Strahlen die gegebene Gerade 
schneiden, werden dann diejenigen Punkte sein, welche dem un- 
endlich fernen Punkte (I oder J') der gegebenen Geraden ent- 
sprechen, je nachdem man diesen letzteren als Pankt der Reihe 
ABO... oder ais Punkt der Reilie A' B' C . . , ansieht. 

Die Projectivität der beiden entsprechenden Gruppen gibt 
uns (Nr, 59) eine Gleichheit der Doppelverhältnisse , aus welcher 
mau zieht 

(1) J A . r A' = JB . r B' = const., 

d. h, das Produot J A . I' A' ist eine für jedes Paar AA' constante 
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Gi-öBse. sei die Mitte des Segmentes JI', 0' der entspre- 
chende Punkt (0 ala Punkt der ersten Reihe angesehen). 

Da die GHeicliung (1) für jedes Paar entsprechender Punkte, 
also auch für 0', besteht, so haben wir 

(2) JA. I'Ä' =.TO.rO', 
oder auch 

(0 A — J) . 1 A' - I') I- J . (0 0' _ I') = <j, 
und da 

r = _ J, 
haben wir auch 

(3) A . A' — r (0 A — A' + 0') = o. 

Fragen wir jetzt, ob entsprechend gemeinschaftliche 
Punkte vorhanden sind und nennen wir einen solchen E, so 
geht die letzte Gleichung, in welcher E an der Stelle von A und 
Ä' gesetzt wird, In die folgende über 

(4) ÖE^=i or.oo'. 

Daraus folgt: wenn Ol' . 00' positiv ist, d. h. wenn nicht 
zwischen J' und 0' liegt, so gibt es zwei vereinigte Punkte, E 
und F, in deren Mitte liegt und welche die Punkte 1' und 0' 
harmonisch trennen (Nv. 56). 

Liegt zwischen I' und 0', so hat es keine entsprechend 
geoieinachaftliohen Punkte. 

Fällt 0' mit zusammen, so hat es nur einen entsprechend 
gemeinechafthchen Punkt und zwar ist es der Punkt selbst. 

Stellen wir uns vor, es werde jede der beiden Punktreihen 
durch einen Punkt erzeugt, der sich immer in demselben Sinne 
fortbewegt *). Wird die eine Reihe in dem Sinne ABO durch- 
laufen, so wird die andere Reihe in dem Sinne A'B'C durch- 
laufen, welcher dem ersten entweder gleich oder entgegengesetzt ist. 
Sind die beiden Sinne ABO, A'B'C entgegengesetzt, so 
sind es auch die beiden Sinne I J A \ind F J' A'; dasselbe ist mit 
dem endlichen Segment J A und dem unendlichen Segment J' A' 
der Fall, d. h. die endlichen Segmente JA und I'Ä' haben den- 
selben Sinn, In Polge der Gleichung (2) haben auch J und 
I'O' denselben Sinn, also fällt nicht zwischen I' und 0' 
(Fig. 61, a); es hat folglich zwei entsprechend gemeinsebaft- 
liche Punkte. Da E die mittlere Proportionale zwischen 1' 

") Siehe Stainer, loc. cit., S. 61,§ l4S'. 
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und 0' ist, so fallen die entsprechend gemeinschaftlichen Punkte 
über das endliche Segment J Y hinaus. 

Sind die Sinne ABO und A'B'C gleich, so gelangt man 
auf dieselbe "Weise au dem Schlüsse, dass JA und I'A', ebenso 



J und r 0' entgegengesetzte Sinne haben. Es hat dann ent- 
sprechend gemeinsehaitliche Punkte, wenn nicht zwischen I' 
und 0', d. h, wenn 0' zwischen und Y liegt (Fig. 61, b). Da 
OE die mittlere Proportionale zwischen Ol' nnd 0' ist, so 
fallen die entsprechend genieinschafüichen Punkte innerhalb des 
Segmentes JI'. 

2vehmen wir an, es gebe zwei entsprechend gemeinschaftliche 
Punkte B und F (Fig. 62); wir ziehen durch E irgend eine Ge- 
rade und projioiren aus zwei Punkten S und S' dieser Geraden 




beziehungsweise die beiden Punktreihen. Die beiden Büschel 
sind wegen dem vereinigten Strahle 8 E 8' perspectivisch, folglich 
schneiden sich die entsprechenden Strahlen 8 A und 8' Ä'., S B 
und 8'B',,.. 8F und S'F' in Punkten, die auf einer durch F 
gehenden Geraden m" liegen. 

Der Schnittpunkt dieser Geraden n" und SS' sei E"; dann 
sind EFAA' und EFBB' die Projectionen von EE"SS' aus 
den Oentren A" und B", also sind die Gruppen EFAA' und 
EFBB' projectivisch oder es ist das Doppelverhältniss der aus 
den beiden entsprechend gemeinschaftlichen Punkten und zwei 
beliebigen entsprechenden Punkten gebildeten Gruppe constant, 

Oder: Zwei übereinanderliegende Gebilde mit zwei 
entsprechend gemeinschaftlichen Elementen sind aus 
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Eiementenpaaven zusammengesetzt, clie mit zwei fixen 
Elementen ein constantes Doppelvei'Jialtiiiss geben*). 
Gibt es keine vereinigte Punkte, liegt also zwischen 0' and 
r (Fig. 63), so erricbten wii- in ein Lotli U auf die gegebene 
Gterade und machen es gleich dem geometrischen Mittel zwischen 
r und 0', der Winkel I' U 0' sei also ein rechter, Wir 
ziehen überdies durch U die Gerade I U J' parallel der gege- 




benen Geraden, dann ist Winkel IUI' gleich Winkel J U J', 
Winkel ü 0' gleich Winkel I' U und folglich gleich I U I'. 
In den heiden projecti vischen Büscheln, welche die beiden ge- 
gebenen Punktreihen aus U projiciren, sind also die Winkel IUI', 
J U J' und U 0' von drei Paaren entsprechender Strahlen gleich, 
folglich (Nr. 81) sind auch clie Winkel A ü A', B ü B' . . . gleich 
und von gleichem Sinne*'), 

Oder: Zwei übereinanderliegende Punktreihen ohne 
entsprechend gemeinschaftliche Punkte können immer 
mit dem Durchschnitt der gegebenen Geraden durch 
die Schenkel eines constanten Winkels hervorgebracht 
werden, der sich um seinen Scheitel in festem Sinne 
dreht, 

84. Wir haben (Hr. 66) gesehen, wie miu im Ailgemcinen 
die Aufgabe löst; aus drei Paaren ent^piediPHdei Elemente \oii 
zwei projectivieohen Gebilden (der eisten Stnfe't eine beliebige 
Anzahl von Paaren au construiren odei dasjenige Element eines 
Gebildes au construiren, das einem gegebenen Elemente des an 
deren Gebildes entspricht. Der Stubeiende wird ibuni,B>,i ei^e 
folgende besondere Eälle lösen: 

"j Vorsiflhende Conatruction ist die Auflösung der Aufgabe; Aus 
zwei gegebenen Paaren entsprecl\en<ier Punkte A A' und B B' und einem 
entäprecliend gemeinsohaftliclien Panlite E den anderen entsprechend ge- 
meinschaftlichen Punkt zu finden. 

■■") Chaeles, loc. dt., S, 119. 
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1. Man setze voraus, dass die beiden Punktreihen n und m' 
nicht auf derselben Geraden liegen und dass die gegebenen Ele- 
nientenpaare die folgenden siad: 

Q und Q' *;, A und A' 
Ä und A', B und B' 

J und J', P und P' 

J und J', A und A' 

P und P', Q und Q' 

P und P', A und A' 

A und Ä', B und B' 

2. Wenn die Punktreihen auf derselben Geraden liegen, die 
Aufgaben (rfj und (3) au lösen, 

3. Wenn die Gebilde zwei nicht concentrisebe Strahlenbüsobel 



(») 


P und P' 


m 


P uud P' 


h) 


I md 1', 


(ii) 


I und r. 


(«) 


I und r. 


ifi 


I und 1', 


(s) 


I und r, 



lösen, welche 2 



. den 



(.) und (i) 



e Strahlenbüäühel b 



beide Büschel haben ihre Centrea in 



sind, die A 
correlativ sind. 

4. Man setze vc 
trum in unendlicher 

5. Man setze 1 
unendlicher Ferne. 

85. Auch der folgende Sata kann bewiesen werden: Gleiten 
die drei Eckpunkte AA'Ä" eines veränderlichen Dreiecks auf 
drei festen Geraden »i, «', m", die in einem Punkte zusammen- 
laufen und drehen sich zwei seiner Seiten A' A", A" A beziehungs- 
weise um, zwei feste Punkte und 0', so geht auch die dritte 
Seite AÄ' durch einen festen Punkt 0", der auf der Gei-aden 
0' liegt. 

Man hat nur zu beweisen, dass die Punkte A, A', A" bei 
ihrer Bewegung drei Punkti-eihen beschreiben, die paarweise per- 
spectiviscb. sind; man kann auch den Sata von Nr. 13 auf zwei 
Lagen des veränderlichen Dreiecks anwenden. 

Ist dieser Satz festgestellt, so leitet man davon unmittelbar 
folgenden Zusatz ah : Gleiten die Eckpunkte eines veränderlieben 
Vierecks AA'Ä"A"' auf vier festen. Geraden, die durch den- 
selben Punkt gehen, während sich drei Seiten AA', A'Ä", 
A"A"' um drei feste Punkte C', B'", B' drehen, so gehen die 
vierte Seite A"'A und die Diagonalen AA", A'A'" durch drei 
andere feste Punkte C", C", B", welche durch die drei ersten 



^0 P, P', Q. Q', I, I', J, J' haben die i 
B, . . . sind beliebig gegebene Punkte. 



Nr. 66 gegebene Bedeutung. 
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bestimmt sind. Die sechs festen Punkte sind die Eckpunkte 
eines vollständigen Vierseits, d. h. sie liegen in Gruppen von je 
drei auf vier Geraden (Fig. 64). 

Auf dieselbe Art schliesst man auf den entsprechenden Zu- 
satz in Bezug auf ein Polygon von n Ecken. 




86. Leirsatz. Ist ein Di-eieck 0[ O5 Og einem ande.rn 
Djreieck UiÜjTJg umschrieben, so gibt es eine unendliche 
Anzahl von Dreiecken, die dem ersten umschrieben, 
dem zweiten eingeschrieben sind (Fig. 65). 

Denn projiciren wir die Punktreihe TJ.jUj,.. aus Oj und 
aus O3, so erhalten wir die zwei perspectiv] sehen Büschel 

0, (ü„ D„ ü,,...) «nd 0, (ü„ D„ D,...); 
ebenso, wenn wir die Punktreihe U, U3 aus Oj und aus O3 pro- 
jiciren, bekommen wir die perspectivischen Büschel 

0, (Üi, U5, U3..,) und O3 (U,, ü,;, Ug...). 

Fl?. &6. 




Also sind die Büschel 

0, (U, , V2, U3 . . .) und 0.J ("ü, , U5, Dg . . .) 
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projeotivisoh. (Kr. 35); aber die Straklen 0|Ui,, ^i^'s fa-U-öi zu- 
sammen, folglicli (Nr. 62) sind diese beiden Büschel perspectiviscli 
und ihr gemeinsamer Schnitt ist U, XJj. So bekommen wir drei 
Büschel 0,, 0^, 0,, die paarweise perspectiv) seh sind; sie haben 
als gemeinsame Schnitte 

der erste und zweite die Gerade U, U^, 
der zweite und dritte die Gerade U.jUs, 
der dritte und erste die Gerade UglJ,. 
Damit ist gezeigt, dass jede Terne entsprechender Strahlen 
ein Dreieck bilden wird, das dem Dreieck 0,02 0, umschrieben, 
dem Dreieck UjU^Uj einbeechrieben ist*). 

87. Lehrsatz. Eine um einen festen Punkt U beweg- 
liche Gerade achneidet zwei Geraden m und u in den 
Punkten A und A'; zwei Punkte S und H' Hegen mit uii' 
in derselben Geraden; dann beschreibt der Durch- 
schnittspunkt M der Geraden SA und S'A' eine Ge- 
rade*'). 

Der Satz wird bewiesen, indem man beachtet, dasa die Punkte 
A und A' zwei perspectivische Punktreihen beschreiben und dasa 
folglich die durch die beweglichen Strahlen B A und S' A' er- 
zeugten Büschel perspectivisch sind (Nr. 35 und 62)- Wir schla- 
gen vor, auch den correlativen Lehrsatz zu beweisen. 

88. Lehrsatz, U, S und S' sind drei gegebene Punkte 
einer Geraden; eine Transversale, welche zwei feste 
Geraden « und «' in zwei Punkten A und A' schneidet, 
dreht sich um den Punkt U; der Durchachnittapunkt M 
derGeradenS AundS'A' beschreibt eine Gerade, welche 
durch den Punkt ««' geht**). 

Der Beweis ist demjenigen dea vorhergehenden Lehi-satKes 
analog. 

Dieser Satz kann auch ao ausgesprochen werden: 
"Wenn sich die Seiten eines veränderlichen Drei- 
ecks AA'M um drei feate Punkte U, S, S' einer Geraden 

'■) Steiner, loc, dt, S. 85, ^2.3,11- 

"1) Pappus, loc. cit, Buch VII, S. 133. 130; 111, 143. • ■ Chas- 
les, loc. cit., S. 242. 

«5) Chasles, loc. dt., Nr. 334. 
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drehen, während zwei seiner Eckpunkte auf zwei festen 
G-eraden w and «' fortgleiten, so heschreibt der dritte 
Eckpunkt H auch eine Gerade*). 

Ebenso kann man den allgemeineren Satz beweisen: 
Verändert sich ein Polygon von n Seiten so, daas 
alle seine Seiten durch ebenso viele feste Punkte einer 
Geraden gehen, während «—1 Eckpunkte feste gerade 
Linien durchlaufen, so beschreiben auch der letzte Eck- 
punkt und der Durchschnittspunkt von zwei beliebigen 
nicht aufeinanderfolgenden Seiten gerade Linien*"). 
Der correlative Satz ist in Kr. 85 angedeutet. 

89. Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt P in der 
Ebene eines Parallelogramms AECD, nur mit Hülfe des Lineale 
eine Parallele zu einer G-eraden E F zu ziehen, die in derselben 
Ebene liegt. 

In Eig. 66 sind E und F die Durchs chnittspiinkte der ge- 
gebenen Geraden, und der Seiten AB und AD; wir nehmen 




einen beliebigen Punkt K auf AC, ziehen EIC und PK, welche 
D und B C beziehungsweise in G und H schneiden. Die Drei- 
ecke AEF und CGH sind collinear (Nr. 15), weil die Geraden 
äC, EG und PH durch denselben Punkt K gehen; die CoUinea- 
tionsaxe ist die uuendüeh ferne Gerade, weil die Seiten A E und 
A F des ersten Dreiecks beziehungsweise den entsprechenden 
Seiten des zweiten Dreiecks parallel sind. Also sind auch die 
andern Seiten E E und G H parallel *^}. 

Die Aufgabe ist so auf ein anderes schon gelöstes (Nr. 69) 
Problem zurückgeführt: Durch einen Punkt P eine Parallele zn 

") Euclid's Porisma- — Pappus, loc. cit., Vorwort des Buchea VII. 
"l) Porisma voa Pftppus, loc. cit., Vorwort des Buches VII. 
*ä) Poncelet, Proprifit^s projectlTes, Nr. 198 (Paris, 1822), 
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zwei gegebeaeu parallelen Geraden E T und ü- H zu aiehen. Die 
folgende Auflösung rührt von Lambert her*), 

Wir verlängern (Fig. 67) die Seiten A B, BC, CD, DA und eine 
Diagonale A des gegebenen Parallel ogramma bis zu den Schnitt- 




punkten E, F, G, H, I mit der gegebenen Geraden EF, ziehen 
eine beliebige Gerade durch I, welche die Geraden E P und G P 
in A' und C triift; schneiden sich die Geraden H A' und F C 
in Q, so ist P Q, die verlangte Gerade. Denn bezeichnen wir mit 
B' und D' die Punkte, in welchen E P und G P bsziehungs weise 
von FQ und HQ geschnitten werden, so sind die Vierecke 
ABCD und A'B'C'D' coUinear, EF ist die Collineationsase. 
Der Punkt P entspricht dem Sohoittpuokt von AB und CD und 
Q dem Schnittpunkt von BC und AD; folglich ist PQ die Flucht- 
linie der zweiten Figur und darum P Q parallel E F (Nr, 15). 
Aufgabe. - — Man gibt einen Kreis und seinen Mittelpunkt; 

Flg. 68, 



m- 



nur mit Hülfe des Lineals eine Senkrechte auf ei]ie gegebene 
Gerade zu ziehen. 

Wir ziehen im Kreise (Fig. 68) zwei Durehmesser ACund BD. 
Die Figur ABCD wird ein Rechteck sein. Kimmt man liieraiif 

") Freie Perspective, Bd. II, S. 169 (Zürich, im). 
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einen beliebigen Pimlct K der Peripherie, so Jcann man mit Hülfe 
der vorigen Aufgabe die Gerade K L parallel der gegebenen Ge- 
raden E F ziehen. Verbindet man dann den zweiten Schnitt- 
punkt L der Peripherie und der Geraden KL mit dem zweiten 
Endpunkt M des Durchmessers, der durch K, geht, so ist offen- 
■ L M senkrecht zu K L und folglich auch zu der gegebenen 



Aufgabe, B ist der Mittelpunkt der Geraden ÄC; man 
will B C in ji gleiche Theile theilen, indem man sich nur des 
Lineals bedient. 

Zeichnen wir ein Viereck U L D IS", von welchem zwei Gegen- 
seiten DL und Hü in A, die andern Gegenseiten LT! und DX 




in C zusammenlaufen und dessen eine Diagonale D (J durch B 
geht; die andere Diagonale LN wird parallel AG (Nr. 52) und 
in M durch DU (Nr. 49) halbirt sein. Zeichnen wir jetzt ein 
aweites Viereck VMEO unter denselben Bedingungen wie das 
erste und so, dass M das Ende und N die Mitte der Diagonale 
sei, die AC parallel ist; mit andern Worten, ziehen wir die Ge- 
raden AM und BN, die sich in E schneiden, die Gerade CE, 
welche in die Verlängerung von LN so sehneidet, dass NO 
= M K ^= L M wird. Zeichnen wir ein drittes, den beiden ersten 
analoges Viereck so, dass N das eine Ende \md die 
Mitte der Diagonale sei, die parallel A geht. Ist P das andere 
Ende dieser Diagonale, so haben wir P = N = M N z= LM. 
Fahren wir in derselben Weise fort, bis die Zahl der gleichen 
Segmente LM, MN, NO, OP... gleich n ist; ist dann PQ das 
zuletzt erhaltene Segment, so ziehen wir die Gerade LB, welche 
QC in Z schneidet; die Geraden, welche Z mit den Punkten 
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M, K, 0, P . . . verbinden, theüeii B C in « gleiche Tlieile. Damit 
ist die Aufgabe gelöst *). 

Der Studirende löse auch, nur mittelst des Lineals^ folgende 
Aufgaben: 

Gegeben sind zwei parallele Geraden AB und u; A B in 
zwei gleiche Theile zu theilen (Nv. 52). 

Eine Strecke AB und ihre Mitte C sind gegeben; durch 
einen gegebenen Punkt eine Parallele zu A B zu ziehen (Kr. 52). 

Bin Kreis und sein Centrura sind gegeben; einen gegebenen 
Winkel zu halbiren (Nr. 53). 

Zwei gleiche, anstossende Winkel A C und C B sind ge- 
geben; durch eine Senkrechte auf zu errichten {Nr. 53). 

90. Lehrsatz. Sind zwei Dreiecke ABO, A'B'C, die 
in verschiedenen Ebenen ff und er' liegen, perspectiv! ach 
und dreht man die Ebene des einen um ff ff', ao verän- 
dert der Punkt 0, in weichem sich die Strahlen AA' 
BB' und C C schneiden, seine Lage und besehreibt 
einen Kreis, dessen Ebene auf der Geraden (7 ff' senk- 
recht steht*!). 

In Fig. 70 sind D, E und F die Punkte der G-eraden g a\ 
in welchen sich die entsprechenden Seiten B C und B' C, C Ä 
and CA', AB und A'B' schneiden (Nr. 16). Durch das Pro- 
tection scentrum der beiden Dreiecke ABO und A' B' C, die 




wir uns in bestimmten Stellungen ihrer Ebenen denken, ziehen 
wir die Geraden G, OH und K beziehungsweise pa- 
rallel zu den Seiten des Dreiecks A'B'C; da diese Geraden in 

") Dieae und andere nur mit Hülfe des lariea,ls in lösenden Auf- 
gaben finden sich in dem oben angeführten Werke yoti Lambert. 
"') ChaslflS, loo. cit., Nr. 368, 369. 
L. Cremono, Eiern, ä, projeet. Geometria, 7 
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1 Ebene n (parallel a') liegen, so treffen sie die Ebene 
ff in drei Punkten G, H und K der Geraden 7t u. 

Stellen wir uns jetzt vor, es drehe sich die Ebene ij' mit 
dem Dreieck A'B'C nm die Gerade ff a' . Die Gruppe der vier 
Punkte BODG ist perspectivisch au der Gruppe B'C'DG', in 
welcher G' der unendlich ferne Punkt von B'C ist; folglich ist 
das Doppelverhältniss (BODO) gleich dem Doppel Verhältnis s 
(B'C'DG') oder auch (Wr. 54) gleich B'D : CD, d. h. gleich 
einer constanten Grösse. Da aber B, C und D drei feste Punkte 
sind, so wird auch G ein fester und unveränderlicher Punkt sein 
(Nr. 54). Die ähnlichen Dreiecke B G und B' B D geben 

OG:B'D = BG:BD, 
daraus 

d. h. G ist eine constante Grösse. Der Puukt bewegt sich 
also auf einer Kugel, deren Centram in G und deren Eadius obige 
unveränderliche Grösse ist 

Man zeigt ebenso , daas sich der Punkt auf zwei anderen 
Engeln bewegt, deren Centren die Punkte H und K sind. 

Der Punkt (0) beschreibt also, weil er gleichzeitig auf meh- 
reren Kugeln liegen mnss, eine Kreislinie, deren Ebene senkrecht 
auf der Geraden steht, in welcher die Kugelmittelpunkte liegen 
und deren Mittelpunkt auf derselben Geraden ist *). 

Diese Gerade GHK ist die Durchs ehnittslinie der Ebenen 
n und ff, folglich parallel ff ff' (da die Ebenen n und a' parallel 
sind); sie ist die Fluchtlinie oder Grenzlinie der Eigur ff, welche 
man als perspeotivisches Bild der Figur a' ansieht (Nr, 10). 

91. LelirsatZ. Haben zwei projectivische Büschel, 
die in derselben Ebene liegen und keine entsprechend 
gemeinschaftlichen Strahlen besitzen, denselben Mit- 
telpunkt 0, so können sie als das perspeetivische Bild 
zweier einstimmig gleicher Büschel angesehen wer- 
den »i). 

Schneiden wir die beiden Bftschel durch eine Transversale s; 
wir erhalten zwei übereioander liegende projectivische Punkt- 

'■*) Baltzer, Stereometrie, S. 160. 
"i) Chaslea, loc. cit, Nr, 180. 
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reiten ABC... und A' B' C . . . ohne vereinigte Punkte. Legen 
wir durcii s irgend eine Ebene ff'; in dieser Ebene kana man 
einen Punkt TJ der Art bestimmen (Kr. 83), daag man aus dem- 
selben die Strecken A A', B B', GC . .. unter einem constanten 
Winkel projiciren kamn; d. h. projicirt man aus U die beiden 
Punktreihön, so erhält man zwei einstimmig gleiche Büschel, 
Setzt man. nun das Ange in irgend einen Punkt der G-eraden OXT 
und projicirt die gegebenen Büachel aus diesem Punkte auf die 
Ebene u', so erhält man genau die beiden einstimmig gleichen 
Büsühel. 

§ 12. luvolutioii. 

92. In Fig. 71 sei das gemeinsame Centnim von zwei 
projeetivischen Strahlenbüscheln, die beziehungsweise durch 
die Transversalen ■« nnd «' geschnitten werden, welche so 




zwei projectiYiscIle Punktreihen ABC... A'B'C... bestim- 
men; u" sei die Gerade, auf welcher sich die Paare der Ge- 
raden AB' und A'B, . . . (Nr. 67 links) schneiden. Ein (nicht 
entsprechend gemeinschaftlicher) Strahl, der beliebig durch 
gezogen wird, schneidet u und u' in zwei nicht entspre- 
chenden Punkten A und B' und trifft u" in einem Punkte der 
Geraden A'B. Lern Strahle OA des ersten Büschels ent- 
spricht folglich der Strahl A' des zweiten Büschels und dem 
Strahle B' des zweiten entspricht der Strahl B des ersten. 
Mit anderen Worten, dem Strahle OA oder OB' entsprechen 
zwei verschiedene Strahlen A' oder OB, je nachdem man 
den ersten Strahl als dem ersten oder zweiten Büschel an- 
gehörend betrachtet. In der That muss die Gerade A'B die 
andere AB' auf u" schneiden und kann nicht durch den 
Punkt gehen, so lange dieser Punkt nicht auf u" liegt. 
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In zwei übereinander liegenden projectivischen 
Gebilden*} (der ersten Stufe) entsprechen, im All- 
gemeinen, demselben Elemente zwei verschiedene 
Elemente, je nachdem das erste als Element des 
einen oder des anderen Gebildes angesehen wird. 

Wir sagen im Allgemeinen, weil im Vorangehenden 
vorausgesetzt wird, es liege nicht auf u". 

93. Liegt aber auf «" (Fig. 72) und zieht man durch 
einen beliebigen Strahl, der u und u' in Ä und B' schnei- 
det, so wird auch A'B durch gehen; mit andern Worten, 




dem Strahl OA oder B' entspricht derselbe Strahl OA' oder 
OB; wir drücken diese Eigenschaft aus, indem wir sagen: 
die beiden Strahlen entsprechen sich doppelt, oder 
auch: die beiden Strahlen sind conjugirt. 

Setzen wir umgekehrt voraus, dass zwei conccntrische 
projectivische Strahlenbüschel ein Paar sich doppelt entspre- 
chende (conjugirte) Strahlen haben. Schneiden wir die beiden 
Büschel durch zwei Transvex-salen « und u' und bezeichnen 
wn mit A und B die Schnittpunkte mit dem eisten Stiahl 

*) Wii sagen zwei debüde, weil die Ueberleg mg die wii m zwei 
concentnechen StraWenbuiohelii gemacht hilien , ebenso an zwei über 
emandpr hegenden Punktreihen oder an zwei Ebenenbüicheln mit ge 
memaimer Axe gemacht werden kann Man kommt zu demselben Re 
aultat, wenn man die beiden Stratlenbuschel durch eine Transvetsale 
■jchneidet oder w nn man le ^u'i e nem Funkle pro)n.iit 1er nuht in 
■hier Ebene hegt 
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SO wird der zweite Strahl in B und Ä' geschnitten. Die Ge- 
rade u", das ist der Ort des Schnittpunktes der den projec- 
tivischen Punktreihen u und u' angehörenden Linienpaare 
MN' und M'N (Nr. 67), wird durch gehen, wei\ sich die 
Geraden AB' und A'B in diesem Punkte schneiden. Ziehen 
wir durch irgend einen anderen Strahl, der die Transver- 
salen in C und D' z. B. schneidet, so geht auch CD durch 
0, d. b. die Strahlen C D' und D C entsprechen sich eben- 
falls doppelt. 

Wenn also zwei übereinander liegende projec- 
tivische Gebilde (der ersten Stufe) ein Paar sich 
doppelt entsprechende Elemente haben, so entspre- 
chen sich auch alle anderen Paare entsprechender 
Elemente doppelt. 

94. Dieser besondere Fall von zwei übereinander lie- 
gendeli projectivischen Gebilden (der ersten Stufe) heisst In- 
volution *), Es ist eine Involution von Punkten, Strahlen 
oder Ebenen, je nachdem die Elemente Punkte einer Ge- 
raden, Strahlen eines Strahlcnbüschels oder Ebenen eines 
Ebenenbüschels sind. 

In der Involution sind also die Elemente paar- 
weise conjugirt, d. h. jedes Element hat sein conjugirtes. 
Betrachtet man das erste als dem einen oder anderen Ge- 
bilde angehörend, so ist sein ent'-pi Gehendes Element im 
einen und im andern Fall sein coniugirtes. Daraus folgt, 
dass es nicht nöthig ist, die beiden Gebilde als verschiedene 
zu betrachten und dass man die Involution als eine 
Reihe von paarweise conjugirt en Elementen auf- 
fassen kann. 

Bilden AA', BB', CG'.., eine Involution, so ist damit 
ausgedrückt, dass A und A', B und E', C und C'. , , conju- 
girte Elemente sind; übrigens kann jedes Element mit seinem 



*) Desargues, Brouiilon projet d'une atteinte aux fivSnements d 
rencontres d'un cöne avec un plan (Paris, 1639); Edition Poudra (Par 
1864), Bd. I, S. 119. 
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coiijugirten vertauscht werden, es sind also die beiden Ge- 
bilde 

AA.'BB'CC',.. 
und 

A'AB'BC'C... 
proj ectivisch. 

95. Da die Involution nur ein besonderer Fall von zwei 
übereinander liegenden projectivischen Gebilden ist, so gibt 
jeder Schnitt und jede Projection einer Involution eine neue 
Involution *). 

Zwei conjugirte Elemente der gegebenen Involution lie- 
fern zwei conjugirte Elemente der neuen Involution. Daraus 
folgt (Nr. 15), dass die collineare Figur einer Involution auch 
eine Involution ist, 

96, Bilden zwei übereinander liegende projectivische 
Punktreihen eine Involution, so entspricht einem jeden Punkte, 
folglich auch dem unendlich fernen Punkte (I oder J'), eiu 
einziger Punkt (!' oder J), d. h. die beiden Fluchtpunkte 
r und J coincidiren in eineu einzigen Punkt, den 
wir uennen wollen; dieser Punkt ist also der conju- 
girte Punkt des unendlich fernen Punktes, Die Gleichung (1) 
von Nr. 83 wird also 

OA . OA' = const. 
Mit andern Worten, eine Involution von Punkten wird 
durch Paare von Punkten A, A' gebildet, welche die Eigen- 
schaft haben, dass das Product ihrer Abstände von einem 
festen Punkte (der gegebenen Geraden) constant ist ^'). 
Der Punkt heisst das Centrum oder der Centralpunkt 
der Involution. 

Die entsprechend gemeinschaftlichen Elemente zweier in- 
volutorischen Gebilde heissen Doppelelemente der Invo- 
lution. Für die Involution AA', BB', ... hat man 
OA . OA' = OB . OB' = ... = const; 

"} Desargues, loc. cit-, S. U7. 

»0 Deaarguea, loc. eit., S. lia und 110. 
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ist diese Constante positiv, d. b. fällt nicht zwischen zwei 
conjugirte Punkte, so gibt es z^vei Doppelpunkte E und l-', 
der Art, dass 

OE = Of"--OA.OÄ' = OB.OB'^...: 
ist also die Mitte des Segmentes EF und alle Gruppen 
EFAA', EFBB', ... sind iiamoiiisch (Nr. 56, 3). Also: 

Hat eine Involution zwei Doppelel erneute, so 
trennen diese irgend zwei conjugirte Eleniente har- 
monisch, oder eine Involution wird durch Paare 
von Elementen gebildet, die mit zwei festen Ele- 
menten harmonische Gruppen ausmachen, 

Ist die Constante negativ, d. h. fallt zwischen zwei 
conjugirte Punkte, so sind keine Doppelpunkte vorhanden. In 
diesem Falle gibt es zwei gleich weit von entfernte, con- 
jugirte Punkte, für welche man hat: 

OE^ — OE'undÖE = ÖE' = — OE.OE' = — OA.OA'. 
Ist die Constante Nuü, so ist ein einziger Doppelpunkt 
0, aber keine eigentliche Involution mehr vorhanden; da näm- 
lich das Product OA . OA' Null ist, so coincidirt in jedem 
Paare conjugirter Punkte der eine mit 0. 

97. Man kann auch auf folgende Art zeigen, dass in 
jeder Involution mit zwei Doppelelementen diese durch je 
zwei conjugirte Elemente harmonisch getrennt sind. 

Sind E und F die beiden Doppel elemente, A und A' 
zwei conjugirte Elemente, so wird die Gruppe EFAA' pro- 
jectivisch zu der Gruppe EFA'A; also (Nr, 65) ist eine dieser 
Gruppen harmonisch. Ein dritter Beweis ist der folgende: 

Betrachten wir EAA'... und EA'Ä als zwei projecti- 
vische Punktreihen und projiciren wir sie beziehungsweise 
aus zwei Punkten S und S', die mit E in gerader Linie lie- 
gen (Fig. 73). Die projicirenden Büschel S (EAA'...) und 
S' (E A' A . . .) sind perspectivisch (des entsprechend gemein- 
schaftlichen Strahles SS'E wegen); also enthält die Gerade, 
welche den Schnittpunkt von SA und S'A' mit dem Schnitt- 
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punkt von SA' und S'A verbindet, die Durchschnitte aller 
Paare entsprechender Strahlen und trifft folglich die gegebene 
Gerade in dem zweiten Doppelpunkt F. Sun aber gibt uns 
die Figur ein vollständiges Vierseit, in welchem die Diago- 
nale AA' durch die beiden andern Diagonalen in E und F 
harmonisch geschnitten wird (Nr. 49); EFAA' ist also ein 
harmonisches Gebilde. 




Obiger Sata ist ein besonderer Fall von demjenigen in 
Nr. 83. Wu: schliessen daraus, dass die Elementenpaare 
(Punkte einer Geraden, Strahlen oder Ebenen eines Büschels), 
welche mit zwei festen Elementen ein constantes Doppelver- 
hältniss bilden, zwei übereinander liegende projectivische Ge- 
bilde ausmachen, die in dem Fall, wo das Doppelverhältniss . 
den Werth — 1 hat, eine Involution vorstellen (Nr. 55). 

98. Die Involution ist durch zwei Paare conju- 
girter Elemente bestimmt. Die gegebenen Paai-e sollen 
AA' und BB' sein. Nehmen wir ein beliebiges Element C, 
so wird man sein conjugirtes Element C construiren, indem 
man nach Nr. 66 dafür sorgt, dass die Gruppen ÄA'BC und 
A'AB'C projectiviseh sind. Man sagt dann, die sechs Ele- 
mente AA', BB', CO' bilden eine Involution, d. h. sie 
sind drei Paare einer Involution. 

Setzen wir voraus, es handle sich um eine Involution von 
Punkten, so nehmen wir ausserhalb der Geraden, in welcher 
sich A A' und B B' befinden , einen beliebigen Punkt G 
(Fig. 74), beschreiben die Kreise GAA' und GBB', die sieh 
in einem zweiten Punkte H schneiden; der Durchschnitts- 
punkt von GH und der gegebenen Geraden sei 0. Wir 
haben dann vermöge einer bekannten Eigenschaft des Kreises 
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OG , OH = OÄ , OÄ' und OG . OH = OB . OB' 
und folglich 

CA. OA' = OB. OB'. 

ist also der Centralpuiikt der durch die Paare AA' 
und B B' hestimmten Involution. Lässt man durch G H irgend 




einen andern Kreis gehen, der die gegebene Gerade in CO' 
schneidet, so haben wir 

CG, OH = 00. 00'; 
folglich 

00 .OC = OÄ. OA'^OB.OB', 
d. h. CO' ist ein Paar conjugirter Punkte der Involution. 
Mit andern Worten, der durch zwei conjugirte Punkte CC 
oder DD' und durch einen der Punkte G und H gelegte 
Ejeis geht immer durch den zweiten dieser Punkte. Oder: 

Die Paare der conjugirten Punkte der Involu- 
tion sind nichts anderes als die Durchs chnitts- 
puukte der gegebenen Geraden mit den durch die 
Punkte G und H gehenden Kreisen. 

Nach dem Vorangehenden sieht man: wenn die Involution 
Doppelpunkte hat, so sind es die Berührungspunkte der ge- 
gebenen Geraden mit zwei durch GH gehenden Kreisen. "Wir 
habeu gesehen {Nr. 96), dass diese Punkte die Strecken AA' 
und BB' harmonisch theilen: also (Nr. 56) hat die In- 
volution Doppelpunkte, wenn eines der Paare AA' 
und BE' ganz innerhalb oder ganz ausserhalb des 
andern ist (Fig. 74); die Involution hat keine Dop- 
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pelpuiikte, wenn das eine Paar durch das andere ge- 
trennt wird (Fig. 75) *). 

Im ersten Falle ist die Involution (wie schon bemerkt) 
aus einer unendlichen Anzahl von Punktepaaren gebildet, 
welche ein Paar fester Punkte harmonisch trennen. 




Im zweiten Fall dagegen wird die Involution auf der gegebe- 
nen Geraden durch die Schenkel eines um seinen Scheitel beweg- 
lichen rechten Winkels ausgeschnitten. Denn da die Punkte 
AA' durch BB' getrennt sind (Fig. 76). so schneiden sich 
die über AA' und BB' als Durehmesser beschriebenen Kreise 




in zwei Punkten G und H, die in Bezug auf die gegebene 
Gerade symmetrisch liegen; GH wird in dem Punkte 0, dem 
Centralpunkt der Involution, unter rechten Winkeln halbirt. 
Daraus folgt, dass 

Ö"g^= ÖH = ÄO . OA' = BO . OB', 
und dass alle andern Kreise, welche durch G und H gehen 
und auf der gegebenen Geraden die andern Paai'e CC, 

*) Wenn, sicli die Strecken A A' und BB' theilweise decken. 
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DD',... der Involution bezeichnen, ihre Mittelpunlite eben- 
falls auf der Geraden AB... haben; ihre Durchmesser sind 
die Strecken A A', B B', C C, , . . Projicirt man also aus dem 
Punkte G (oder aus H) die Strecken AA', BB', CC, . . . so er- 
hält man eben so viele rechte AVinkel AGA', BGB', CGC',... 
(oder AHA', BHB', CHC',...). 

Wir sehUessen daraus: wenn eine Involution von Punk- 
ten AA', BB', ... einer geraden Linie keine Doppelpunkte 
hat, d. h. wenn das Rechteck OA.OA' eine negative Con- 
stante — fc^ ist, so werden alle Strecken AA', BB', ... aus 
jedem Punkte eines Kreises, der sein Centrum in hat und 
dessen Ebene senkrecht auf der gegebenen Geraden steht, unter 
rechten Winkeln gesehen. 

Dieser Satz ist ein besonderer Fall von dem Satze der Mr. 83. 
Wenn sich also ein Winkel von eonstanter Grösse in seinei' 
Ebene um seinen Scheitel di-ebt, so bestimmen seine Scheakel auf 
einer festen Transversalen zwei projectivische Punktreiben, die 
in dem falle in Involution stehen, wo der Winkel ein rechter ist. 



99, Betrachten wir eine Involution von parallelen £ 
die sich also in unendlicher Ferne achneiden. Die unendlich 
ferne Gerade ist ein Strahl der Involution; der ihr conjugirte 
Strahl enthält den Oentralpunkt der involutorischen Punktreihe, 
die durch irgend eine Transversale ausgeschnitten wird. Dieser 
Strahl kann darum Centralstrahl der gegebenen Involution 
genannt werden. Projicirt man umgekehrt eine involutoriache 
Punktreihe mit Hülfe paralleler Strahlen, so bilden diese eine 
neue Involution, deren Centralstrahl durch den Oentralpunkt der 
gegebenen Involution geht. 

Wird mit Hülfe von Projectinnen oder Schnitten (Nr. 95) 
aus einer Involution eine andere abgeleitet, so entstehen aus den 
Doppel elementen der ersten immer auch die Doppelelemente der 
zweiten. 

100. Da in einer Involution eine beliebige Gruppe von Ele- 
menten zu der Gi'uppe der conjugirten Elemente projectivisch ist, 
so folgt: wenn man in einer Involution vier beliebige Punkte 
auswählt, so ist ihr Doppel verbal tniss gleich demjenigen ihrer 
vier conjugirten Punkte. Ist z. B. die Involution A A', B B' , 
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C C . . . gegeben, so werden die Gruppen A B A' C und A' B' A C 
projectivisch sein, es wird also 

ÄA' AC; _ A/A A/0 
BA' ' BC ~"B'A "B'O 
oder 

A B' . B C . C A' 4- Ä' B . B' C . 0' A = o. 
Umgekehrt: findet diese Relation zwischen den durcli die 
Punkte A A' B B' C einer Geraden begrenzten Strecken statt, 
so büden diese Punkte involutorische Paare. Denn obige Rela- 
tion bedingt die Grleichlieit der Doppel Verhältnisse (A B A' C) 
und (A'B'AC); diese Gruppen sind also projectivisch; aber A 
und A' entsprechen sich doppelt; also (Sr. 93), etc. 



101. In einem vollständigen 
Viereck QE, S T (Fig. 77J werden 
die Gegenseiten E T und Q S, 
STundQE, QT undRS dnrch 
eine behebige Transversale in A 
und A', B und B', und C 
geschnitten; P sei der Durch- 
Bchnittspnnkt vonQS und ET. 
Dann ist ATPE die Projection 

Fig. 77, 




von AOA'B' aus dem Centrum 
Q, und zugleich die Protection 
von AB A' C aus dem Oentrum 
8; also ist die Gruppe ACA'B' 
projectivisch zu A B A' C oder 



In einem voDstandigen Yier- 
seit qr sc (Pig. 78) werden die 
Gegenecken *■( und qs, st und 
qr, qt und rs aus einem belie- 
bigen Centrum durch die Sirah- 
len a und a', b und &', c und c' 
projicirt; p sei die Verbindungs- 
linie von q s und r t. Die Strah- 
lenbüschel atvr und aca' b 




sind 



e sind 



lach (ihr g 
Schnitt ist 5) ; ebenso sind atpr 
und aba'c' perspectivisch (ihr 
gemeinsamer Schnitt ist s). Also 
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(Nr. 38) zu A' C A B. Ivi den 
projectiviaclien Gruppen. ACA'B' 
und Ä'C'AB entsprechen sicli 
die Punkte A und A' doppelt, 
also (Nr. 93) sind ÄÄ', BB', 
C 0' drei Paare conjugirter 
Prmkte einer Involution; oder: 



DiedreiPaarederGegen- 
seiten eines vollständigen 
Vierecks werden durch ir- 
gend eine Transversale in 
drei Paaren conjugirter 
Punkte' einer Involution 
geschnitten*). 

Mit andern Worten: 

Verändert sich ein voll- 
ständiges Viereck der Art, 
dasa fünf seiner Seiten 
durch eben so viele feste 
Punkte einer Geraden 
gehen, so dreht sich die 
sechste Seite um einen 
festen Punkt derselben Ge- 
raden, welcher mit den 
fünf ersten eine Involution 
bildet. 



ist der Büschel aca' b' projec- 
tivisch au aba'c' oder (Nr. 38) 
zu a' c' a b. In den projectivi- 
sohen Gruppen aca' b' ixmk a' c' ab 
entsprechen sich die Strahlen a 
und a' doppelt, also sind (Nr. 93) 
aa', bb', c,c' drei Paare conju- 
girter Strahlen einer Involution; 

Die drei Paare Gegen- 
ecken eines vollständigen 
Vierseits werden aus einem 



beliebigen I 
drei Paare 



nkte durch 
onjugirter 
Involution 



Strahlen ■ 
projicirt. 

Mit andern Worten: 
Verändert sich ein voll- 
ständiges Vierseit der Art, 
dass fünf seiner Eckpunkte 
auf fünf Geraden fortglei- 
ten, die in einem Punkte 

sich der sechste Punkt auf 
einer festen durch den- 
selben Punkt gehenden Ge- 
raden; die sechs Strahlen 
bilden drei Paare einer In- 
volution, 

Combinirt man den vorhergehenden Satz (hnks) mit dem 
Satz Nr. 100, so ergibt sich»i): 

Durchschneidet eine Transversale die drei Paare der Gegen- 
seiten eines vollständigen Vierecks in A und A', B und B', C 
und C, so sind die Segmente der Transversalen an folgende Re- 
lation gebunden: 

A B' . B C . C A' +■ A' B . B' . C A = o. 
Bezeichnen wir in dem Satze rechts mit U und U', V und 

<-') Des arg 
«1) Pappu! 
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Y', W und W dio Gegenecken rl und (js, st und qr, qt und 
r s des Vierseits qnt und mit A A', B B', C C die Durchschnitts- 
punklB der Strahlen aa', bh', cc' mit einer beliebigen Tranaver- 
aalen, ao können wir mit Hülfe von Nr. 95 folgenden Satz auf- 
stellen: 

Die sechs Punkte AA' . BB' . CC, welche man erhält, 
indem man die dreiPaarederGegeneckenÜU', VV, WW 
eines vollständigen Vier aeits aus einem beliebigen Cen- 
trum und auf eine beliebige Gerade projioirt, bilden 
drei Paare einer Involution. 

Setzen wir Jetzt voraua, der Projectionsmittelpunkt G sei 
einer der beiden Durchschnittspunkte der beiden Kreise, die über 
den Diagonalen Ü TJ' und V V als Durchmesser gezeichnet wer- 
den, ao aind die Winkel AGA' und BGB' rechte, folglich ist 
(Nr. 98) auch der Winkel C G C' ein rechter, d. h. der über W W' 
als Durchmesser gezeichnete Kreis geht ebenfalls durch G. Oder; 

Die drei Kreise, deren Durchmesser die drei Diagonalen 
eines vollständigen Vierseits sind, haben eine und dieselbe Eadical- 
axe; ihre Mittelpunkte liegen auf einer geraden Linie, also; 

Die Mittelpunkte der drei Diagonalen eines voll- 
ständigen Vierseits liegen auf einer geraden Linie*). 



102. Aus dem Satze von 
Nr. 101 linka ergibt sich die 
Construction des sechsten 
Punktes C einer Involu- 
tion, wenn die fünf andern 
Punkte gegeben sind, Wir 
legen durch irgend eine Ge- 
rade, auf welcher wir zwei 
Punkte Q und T nehmen und 
ziehen AT, BT, A'Q, B'Q; 
die Gerade, welche den Schnitt- 
punkt R von AT und B' Q 
mit dem Schnittpunkte S von 
A' Q und B T verbindet, schnei- 
det die gegebene Gerade in dem 
gesuchten Punkte C. 



Aus dem Satze von Nr. 101 
rechts ergibt sich die Construc- 
tion des sechsten Strahles 
c' einer Involution, wenn 
die fünf andern Strahlen 
gegeben sind. Wir nehmen 
auf c irgend einen Punkt und 
legen durch denselben zwei Ge- 
raden^ und (; dann verbinden wir 
denPunktfa mit dem Punkte qV 
und denPnnkt ifemitdemPunkte 
qa'; diese beidenGeraden schnei- 
den sich in einem Punkte, der 
mit dem Oentrum des gegebenen 
Büschels verbunden den gesuch- 
ten Strahl c' gibt. 



^) Chasles, 



Nr- 3« und 345. 



- Ga 



' Werke, 
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Ist der Punkt C in Aufgabe links in unendlicher Feme, so 
ist sein conjugirter Punkt der CentralpuDbt der Involution. 
Um jetzt den Centraipunkt der Involution zu finden, von welcher 
man zwei Paare eonjugiiter Punkte A Ä', BB' gibt, conatruirt 
man ein vollständiges Viereck QSTE (Fig. 79) der Art, dasa 
z-wei Uegenseiten durch A. und A', zwei andere Gegenseiten durch 
B Tind B' gehen und dasa die fanfte ^e te lei £;pgebenen Geraden 
parallel wird; die sechste Se te gebt lann durch 0. 

Der sechste Punkt dei mit tui f ^e^pbenen Punkten 
A A' B B' C eine Involutioi au'iniacht ist durch Iiese vollständig 



bestimmt, d. h. 
Eigenschaft besitzt (Kr. £ 



• einen einzigen Punkt C, der diese 
Es kann nämlicb der Punkt C so 
L werden, als sei er durch die Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse (AA'BC) =(A'AB'C') bestimmt; folglich {Nr. 54), 
etc. . . , 



103. Man kann den Satz Nr. IUI auch uinkelnen und 
sagen : 

Schneidet eine Ti'ansveraale die Seiten eines 
Dreiecks ESQ (Fig. 77) in drei Punkten A', B', C, die 
beziehungsweise mit drei anderen Punkten A, E, C 
derselben Geraden Involutorische Paare bilden, so 
laufen die Geraden RA, SB, QC in einem Punkte T 
zusammen. 

T sei der Schnittpunkt der Geraden RA und SB, und 
Gl der Schnittpunkt der Transversalen und TQ; so hat man 
in Folge des vorhergehenden Satzes, angewandt auf das Vier- 
eck QRST, 

(AA'BC,) = (A'ÄB'C); 
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nach Voraussetzung aber ist 

(AA'BC) = (A'AB'C); 
folglich (Nr, 54) coincidirt C^ mit C , oder Q C gellt durch T. 

Der correlative Satz heisst: 

Projicirt man aus einem Punkte S die Eckpunkte 
eines Dreiseits rsq (Fig. 78) mit Hülfe der Strahlen 
a\ 6'i c', die beziehungsweise mit drei anderen aus 
S gehenden Strahlen a, h, c involutorische Paare 
bilden, so liegen die Punkte ra, sb, gc auf dersel- 
ben Geraden t. 

104. In Fig. 80 sind R', S', Q' die bezüglichen Schnitt- 
punkte der Seiten SQ, QR, RS mit den Geraden RT, ST, 




QT. Auf den Seiten des Dreiecks RSQ haben wir folgende 
Gruppen von je vier Punkten: 

SQR'A', QRS'B', RSQ'C; 
ihre Projectionen aus dem Punkte T auf die Transversale sind: 
BCAA', CABB', ABCC. 
Das Product der Doppelverhältnisse dieser letzteren Grup- 
pen wird 

/-CV. CB'\ /-AC AC'> 



/BA BAA /CB C^B'\ fkC kC'\ 
VGA ■ CÄ7 VA"B ■ Ä"B7 VB"C ■ BC7' 



oder 



CA'. AB'.BC, 



BA'. OB'. AC 
nach Nr. 100 ist diese Grosse gleich — 1, Oder: 

Werden die Seiten eines Dreiecks durch irgend 
eine Transversale geschnitten und die Eckpunkte 
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aus irgend einem andern Punkte auf die bezügli- 
chen Gegeuseiten projieirt, so ist das Product der 
Doppelverhältnisae der Gruppen von vier Punkten, 
welche man auf deo drei Seiten erhält, gleich — ■ 1. 
Nehmen wir umgekehrt drei Punktenpaare K'A', S'B', 
Q'C so auf den Seiten eines Dreiecks RSQ an, dass das 
Product der Doppelverhäitnisse (SQR'iV), (QRS'B') und 
(RS Q'C) gleich — 1 wird, so liegen die Punkte A'B'C in 
einer Geraden, wenn die Geraden RR', SS', QQ' in einem 
Punkte zusammenlaufen; und umgekehrt: liegen die Punkte 
A'B'C' in derselben Geraden, so schneiden sich die Geraden 
RR', SS', QQ' in demselben Punkte. 

Setzen wir voraus, die Transversale rücke in unendliche 
Ferne, so werden die Doppelverhältnisse (SQR'A'), {QRS'B') 
und (R S Q' C) (nach Nr. 54) beziehungsweise gleich S R' : Q R'. 
QS' : RS' und RQ' : SQ'. Oder *): 

Treffen drei Geraden, die von demselben Punkte 
T aus durch die Eckpunkte eines Dreiecks RSQ 
gehen, die gegenüberliegenden Seiten in R', S' und 
Q', so hat man für die Seitenabschnitte die Relation 
SR' QS' RQ_; __ _ , 
QR"' ■ RS' ■ SQ' 
und umgekehrt ; Nimmt man auf den Seiten eines 
Dreiecks RSQ die Punkte R', S' und Q' so an, dass 
obige Relation stattfindet, so treffen die Geraden 
RR', SS', QQ' in einem Punkte T zusammen. 

Wiederholt man diesen Satz an zwei Punkten T' und T", 
so erhält man auch: 

Werden die Eckpunkte R, S und Q eines Drei- 
ecks aus zwei Centren T' und T" auf die gegenüber- 
liegenden Seiten bezüglich in R'S'Q' und R"S"Q" 
projieirt, so ist das Product der Doppelverhältnisse 
(SQR'R"), (QRS'S") und (RSQ'Q") gleich + 1. 

Nehmen wir noch die Transversale ganz beliebig und 

*) 8ata des Oeva, De Imeis rectis se invicem secantlbus statka 
constniotio (Medidani , 1678), I, S. % — Baltzer, Trigon,, 8. 360, 
L. Cremona, Eiern, d, projeol. ßeoraeirie. 8 



y Google 



H4 Elemenle der projeoti vi Sehen Geometrie, 

zieiieii S T und Q T beziehungsweise parallel Q R und R S, 
dann gehen die Punkte S' und Q' ins Unendliche und R' 
wird der Mittelpunkt von SQ (als Durchschnitt der Dia- 
gonalen QS und RT des Parallelogramms QRST). Es 
werden folglich die Doppelverhältnisse (SQR'A'}, (QRS'B') 
und (RSQ'C) hezüglich gleich (Nr. 54): — (QÄ' : SA'), 
RB':QB' und SC':RC'. Oder*): 

Schneidet eine Transversale die Seiten eines 
Dreiecks RSQ in Ä', B', C, so hat man für die Seiten- 
ahschnitte die Relation 

qä' r_b' s_c; ^ 

SA' ■ QB' ■ RC 
und umgekehrt: nimmt man die drei Punkte A'B'C'auf 
den Seiten eines Dreiecks RSQ so an, dass obige 
Relation stattfindet, so liegen diese drei Punkte 
in einer geraden Linie. 

Wiederholt man diesen Satz an zwei Transversalen, so 
findet man: 

Schneiden zwei Transversalen die Seiten eines 
Dreiecks RSQ bezüglich in A'B'C und A"B"C", so 
ist das Product der Doppelverhältnisse (SQA'A"), 
(QRB'B") und (RSC'C") gleich + 1. 

Nehmen wir umgekehrt auf den Seiten eines Dreiecks 
RSQ drei Punktenpaare A'A", B'B" und C'C" der Art, dass 
das Product der Doppelverhältnisse (SQA'A"), (QRB'B") und 
(RSC'C") gleich + 1 wird, so liegen die Punkte A"B"C" 
auf einer Geraden, wenn auch die Punkte A'B'C in einer 
Geraden liegen, und die Geraden RA", SB" und QC" treffen 
in einem Punkte zusammen, wenn die Geraden R A', 8 B' und 
QC dasselbe thun. 

106, Es wurde oben (93) gezeigt: wenn man zwei projecti- 
vische PunktreiLen (ABO...) und (A'B'C,.,) derselben Ebene 
au3 den Durch achnittspunkten der G-eraden, welche AB' und A'B 

*) Satz des Menelaus, Sphaorica, III, S, 1. — Baltzsr, Trigon., 
S. 362, 
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oder AC und Ä'C... oder BC und B' , . . entsprechen, pro- 
jicirt, so bilden die projicir enden Strahlen eine Involution, Die 
correlativen Sätze heissen; 

Sind zwei projectivische , aber nicht concentrische Strahlea- 
büachel (abc. . .) und («' b'c' .. .) in derselben Ebene gegeben 
und schneidet man sie durch die Verbindungslinie zweier Punkte, 
welche a b' und a' b oder « c' und a' c . . . oder b c' und b' c analog 
sind, so erhält man involutoriache Pnnktenpaare. 

Sind zwei projectivisohe Ebeuenbüsehel (a ß y . , .) und 
{a'ß'y'...), deren Axen sich schneiden, gegeben und schneidet man 
sie durch eine Ebene (bestimmt durch zwei Geraden, welche « ß' 
und a' ß, oder ay' und a'y ... oder ß y' und ß' y analog sind), 
so erhält man involutorische Strahlenpaare. 

Hat man zwei projeetivische Strahlenbüschel iahe ...) und 
(u' b'c' . . .) mit gleichem Oentrum, aber in verschiedenen Ebenen 
und projicirt man sie aus einem Punkte, der zwei der Ebenen 
ab' und a'b, ac' und a'c... 'jc'imd 6' c gemeinschaftlich ist, 30 
bilden die projicirenden Ebenen eine Involution. 

106. Besondere Eälle. Alle Punhtenpaare einer Geraden, 
die von einem festen Punkte dieser Geraden gleich weit abstehen, 
bilden eine Involution, weil jedes Paar durch den festen Punkt 
und den unendlich fernen Punkt harmonisch getrennt ist. 

Ist umgekehrt der unendlich ferne Punkt eines der Doppel- 
elemente einer Involution von Punkten, so hat jedes Paar der 
conjugirten Punkte seine Mitte auf dem anderen Doppelpunkt. 
Haben in einer Involution zwei Paare conjugirter Punkte A A' 
und B B' denselben Mittelpunkt, so ist dieser auch die Mitte von 
jedem anderen Paare 0'. 

Alle geradlinigen Winkel, welche denselben Scheitel haben, 
in derselben Ebene liegen und durch dieselbe feste Gerade hal- 
birt werden, bilden eine Involution, weil die Schenkel eines jeden 
Winkels durch die gemeinsame Halbirungslinie und den darauf 
senkrechten Strahl harmonisch getrennt sind, 

Sind umgekehrt die Doppelelemente eines involutorischen 
Strahlenbüschels zwei senkrechte Linien, so bilden die conjugirten 
Strahlen eines jeden Paares mit jedem der beiden Doppelstrahlen 
gleiche Winkel. 

Wenn in einer Involution die Winkel von zwei Paaren con- 
jugirter Strahlen a a und h h' dieselben Halbirungslinien haben, 
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so lialbiren diese auch cien Winkel irgend einos aiidaren Faa- 
res c c'. 

Alle Flächenwinbel mit gemeinsamer Kante und gemeinsamer 
Halbirungs ebene bilden eine Involution; denn die Seiten eines 
jeden riäcbenwinkels sind durch die feste Ebene und die auf ür 
senkreclite, dnreh die gemeinsame Kante gehende, Ebene harmo- 
nisch getrennt. Umgekehrt; sind die Doppelelemente einer In- 
volution von Ebenen zwei aufeinander senkrecht stehende Ebenen, 
so bilden die conjugirteu Ebenen eines jeden Paares mit jeder 
der Doppelebenen gleiche Winkel, etc. 

§ 13. Projeetivisclie Gebilde am Kreise. 

107. In einer Ebene sind zwei (einstimmig) gleiche 
Strablenbüschel abcd..., a'b'c'd'... mit den Centreii und 
0' (Fig. 81) gegeben. Der Wißkel, den zwei entsprechende 
Strahlen aa\ bb\ cc'... mit einander bilden, ist constant 
(Nr. 80): folglich ist der geometrische Ort des Durchschnitts- 
; zweier entsprechender Strahlen ein durch und 0' 




gehender Kreis *). Die Tangente an den Kreis im Punkte 
bildet mit der Sehne 00' einen Winkel, der so gi'oss ist wie 
jeder der Winkel OAO', OBO', 00'...; aber der Strahl 
0' des zweiten Büschels muss den gleichen Winkel mit dem 
entsprechenden Strahl des ersten Büschels bilden, also ist 
gerade die Tangente in dieser Strahl q des ersten Büschels, 
der dem Strahle q' des zweiten Büschels oder der Sehne O'O 
entspricht. 

") Ealtzer, Planim., S. 26. 



y Google 



g 13- ProjectWische Gebilde am Kreise. WJ 

Stellen wir uns vor, der bewegliche Punkt Ä durchlaufe 
die Kreislinie; dann heschreiben die beweglichen Strahlen 
ÄO und AO' oder a und a' die beiden Strahlenbüschel; ist 
A sehr nahe bei 0, so kommt auch der Strahl AO' ganz 
nahe an 0' oder q' und der Strahl A fallt sehr nahe auf 
q oder die Tangente in 0. Das stimmt mit der Definition 
der Tangente in überein: Die Tangente in verbindet 
diesen Punkt mit dem unendlich nahe liegenden Punkte der 
Peripherie. 

Ebenso entspricht dem Strahl 0' oder p des ersteh 
Büschels der Strahl p' oder die Tangente an den Kreis in 0' 
des zweiten Büschels. 

108. Umgekehrt, projicirt man eine beliebige Anzahl 
Punkte A, B, C, D, . . . eines Kreises aus zwei Punkten und 
0' desselben Kreises, so erzeugen die projieirenden Strahlen 
(A, B, C, D, . . .) und 0' (A, B, C, D, . . .) zwei einstimmig 
gleiche Büschel, da die Winkel AGB und AO'B, AOC und 
AO'C,... BOG und BO'C, ... gleich sind; diese Büschel 
sind also projectivisch (Nr. 78). Mit andern Worten: sind 
die Punkte A, B, C, . . . fest, während das Centrum des Bü- 
schels auf der Peripherie fortgleitet, so bleibt der Büschel 
stets sich selbst gleich und folglich projectivisch. 

Derjenige Strahl, der aus dem Punkte eben diesen 
Punkt oder, genauer, den unendlich nahe liegenden Punkt 
des Kreises, projicirt, ist die Tangeute in 0. Daraus folgt, 
dass in den projectivischen Büscheln {A, B, G,...) und 
0' (Ä, B, C, . . .) die Tangente in derjenige Strahl des ersten 
Büschels ist, der dem Strahle O'O des zweiten entspricht. 

109. Wir wissen, da^s in zwei projectivischen Gebilden 
je vier harmonische Elemente des einen und des andern ein- 
ander entsprechen (Nr. 58); daraus folgt: wenn vier Strahlen 
(A, B, G, D) harmonisch sind, so ist auch die Gruppe 
0' (A, B, C, D) hai-monisch, welches auch die L^e des Punk- 
tes 0' auf dem Kreise sei. Lassen wir 0' mit dem A un- 
endlich nahe hegenden Punkte coiucidiren, so wird auch die 
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aus der Tangente in Ä und den Sehnen AB, AC, AD ge- 
bildete Gruppe liarmoiiisch sein. Ebenso ist der aus der Tan- 
gente in B und den Sehnen BA, BC, BD zusammengesetzte 
Büschel harmonisch, etc. 

Man sagt in diesem Falle: die vier Punl^te AB CD des 
Kreises sind harmonisch*). 

110. Sind PQ und P'Q' zwei feste Tangenten eines 
Kreises um den Mittelpunkt M {Fig, 82) und AA' eine ver- 
änderliche, durch die festen Tangenten begrenzte Berührungs- 




linie, so ist der Winkel AMA' constant. Denn sind Q. P', 
T die Berührungspunkte, so hat man: 
Winkel AMA' = AMT + TMA' = ^ Q.MT + f TMP' 
= i QMP'*0- 

Bewegt sich also die Gerade AA' zwischen den festen 
Tangenten, so erzeugen die Strahlen MA und MA' zwei pro- 
jectivische Büschel (Nr. 82); die Punkte A und A' beschreiben 
folglich zwei projectivische Punktreiheu. Oder: 

Die Tangenten an den Kreis bezeichnen auf zwei 
festen Tangenten zwei projectivische Punktreihen. 

Da der Winkel AMA' = f QMP', d. h. gleich jedem 
der Winkel QMQ' und PMP' ist (wo P und Q' denselben 
Punkt bezeichnen, einmal als Punkt der ersten, das andere- 

<") Steiner, Joe. cit., S. 157, § 43. 
^fl) Baltior, Planim,, S, 44. 
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mal als Punkt dor zweiten festen Tangente angesehen), so 
sind Q und Q', P und P' entsprechende Punkte der beiden 
projeeti vischen Punktreilien ; oder die Berührungspunkte der 
beiden festen Tangenten entsprechen dem Schnittpunkt der- 
selben. 

Stellen wir uns vor, der Kreis werde von der beweglichen 
Tangente durchlaufen (umhüllt), so erzeugen die Punkte A 
und A' die beiden projectivischen Punktreihen; ist die beweg- 
liche Tangente sehr nahe an PQ, so kommt der Punkt A' 
sehr nahe an Q' und der Punkt A kommt sehr nahe an den, 
Q' entsprechenden, Punkt Q, d. h. an den Berührungspunkt 
von PQ. Folglich 

muss man den Berührungspunkt einer Tangeute als 
den Schnittpunkt derselben mit der unendlich nahe 
liegenden Tangente ansehen. 

111. Der vorhergehende Satz drückt aus, dass' vier Tan- 
genten abcd eines Kreises von einer fünften in vier Punkten 
AB OD geschnitten werden, deren Doppelverhältniss constant 
ist, wie man auch diese fünfte Tangente lege. 

Die fünfte Tangente kann unendlich nahe an einer der 
vier festen Tangenten, z. B. an a liegen ; dann ist A der Be- 
rührungspunkt von a und B, C, D sind die Durchschnitte a 6, 
ac, ad. 

Schneiden als besonderen Fall abcd die Tangente PQ 
in vier harmonischen Punkten, so bilden auch die Durch- 
schnitte von abcd mit jeder anderen Tangente an den Kreis 
eine harmonische Gruppe. Die aus dem Berührungspunkt 
von Q und den Schnittpunkten ab, ac, ad gebildete Gruppe 
ist harmonisch. Man sagt in diesem Falle: die vier Tan- 
genten abcd sind harmonisch *). 

112. In Fig. 83 sind A, B, C, . . . X Punkte des Kreises 
und a, 6, c,.., x die entsprechenden Tangenten. Projicirt 
man aus dem Centrum des Kreises die Punkte A', B', C, . . . 
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iu welchen die Tangente x yoü den Tangenten o, b, c,.., 
geschnitten wird, so stehen die projicirenden Strahlen be- 
ziehungsweise senkrecht auf den Sehnen XA, SB, XC,,.. 
und bilden folglich (Nr. 82) einen Büschel, der dem Büschel 




X (A, B, C, . . .) gleich ist. Also ist die Puiiktreihe A'B' C . . . 
projectivisch zu dem Büschel X (ABC...)*) oder: 

Die Punktreihe, welche mehrere gegebene Tan- 
genten eines Kreises auf einer beliebigen Tangente 
best im men, ist projectivisch zu dem Strahlenbüs eh el, 
welcher ihre Berührungspunkte aus einem beliebi- 
gen Punkte desselben Kreises projicirt. 

Daraus folgt als specieller Fall: wena S (AB CD) eine 
harmonische G-ruppe ist, so ist auch A' B' C D' eine harmonische 
Gruppe oder: 

Sind vier Punkte eines Kreises harmonisch, so 
sind auch die Tangenten iu cUe.sen Punkten harmo- 
nisch und umgekehrt. 

§ 14. Projectivische Gebilde an den Kegelscliiiitlen. 

113. Consti'uiren wir diejenigen Figuren, welche zu 
denen der Sätze Nr. 108, 110 und 112 coUinear sind. Den 
Punkten und Tangenten des Kreises werden die Punkte und 
Tangenten eines Kegelschnittes entsprechen (Nr. 19). Die 
Tangente an einem Kegelschnitt ist also die Gerade, welche 
die Curve in zwei unendlich nahe liegenden Punkten schnei- 
det; ein Punkt der Curve ist der Schnitt zweier unendlich 

") Baltzer, Trigonomelrie , S. 376-3T8. 
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nahe liegender Tangenten; zwei gleichen und darum projec- 
tivischen Büscheln werden zwei projectivische Büschel ent- 
sprechen und zwei projectivischen Punktreihen werden eben- 
falls zwei projectivische Punktreihen entsprechen; zwei Büschel 
oder zwei Punktreihen, die sich io zwei collinearen Figuren 
entsprechen, sind in der That zwei perspectivische Gebilde. 
Es ergeben sich also folgende Sätze: 

I. Projicivt man eine beliebige Anzahl von Punk- 
ten Ä, B, C, L,,.. eines Kegelschnittes aus zwei 
festen Punkten und 0' derselben Curve (Fig. 84), 
so bilden die projicir enden Strahlen (Ä, B, C, D, ...) 




und 0' (A, B, C, D, . . .) zwei projectivische Strahlen- 
büsehel. Dem Strahle 00' des ersten Büschels ent- 




spricht die Tangente in 0' und dem Strahle O'O des 
zweiten Büschels entspricht die Tangente in 0. 
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II. Eine beliebige Anzahl von Tangenten «, h, c, 
d,,.. an einem Kegelschnitt bestimmen auf zwei 
festen Tangenten o und o' (Fig. 85) zwei projectivi- 
sche Punktreihen. Dem Punkte oo' oder Q der ersten 
Puüktreihe entspricht der Berührungspunkt Q' von 
o' und demselben Punkte o'o oder P' der zweiten 
Reihe entspricht der Berührungspunkt P von o *}. 

III. Die Punktreihe, welche eine bewegliche 
Tangente an einen Kegelschnitt auf einer festen 




Tangente bestimmt, ist piojectivisch zu dem Strah- 
lenbüschei, welcher den veränderlichen Berüh- 
rungspunkt aus einem beliebig angenommenen 
festen Punkte desselben Kegelschnittes projicirt 
(Fig. 86). 

114. Beweisen wir nun die ümkehriingen der beiden 
Lehrsätze I und II. 

r. Sind zwei (nicht concentrische) Strahlen- 
büschel in derselben Ebene projectivisch (nicht 
aber perspectivisch), so ist der geometrische Ort des 
Schnittpunktes zweier entsprechenderstrahlen ein 
Kegelschnitt, der durch die Centren der beiden Bü- 
schel geht; die Tangenten in diesen Punkten sind 
diejenigen Strahlen der beiden Büschel, welche 

<■■) Steiner, loc. oit., S. 139, § 33. 
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der geraden yerbiiidiingslinic ihrer Centren ent- 
sprechen. 

Beweis '"). Die Centi-en der beiden projectivischen läü- 
scliel (MjMjMg...) und Ä {MiMjMj...) (Fig. 87) seien 
und Ä, die Paare entsprecliender Strahlen also OMj und 
AMj, OMj und AM^, OM3 und AMg ... Der Ort der Punlite 
M^M^Mj... geht durch den Punkt 0, weil der Strahl AO 

Fig. 87, 




des Büschels A und der entsprechende Strahl des Büschels 
sich in schneiden. Ebenso ist A ein Punkt des Ortes. 
Der Strahl des Büschels entspreche dem Strahle A 
des Büschels A. Ziehen wir einen Kreis, der die Gerade o 
im Punkte berühre; sein Schnittpunkt mit OA sei A'. Sind 
ebenso M/M^'M^'... die Schnittpunkte von OM,, OM^, OM3... 
mit dem Kreise, so sind die Büschel (M/M/Mj' . . .) und 
A' (M/ M3' M3' . . .) einstimmig gleich und da, nach Voraus- 
setzung, (M; Mj' Mb' . . .) oder (M, M^ Mj . . .) und 
Ä (Mj MjMj , . .) projectivisch sind, so sind es auch die Büschel 
A' (Mi'Mj'Mg'.. .) und A (MjMjMa...); die beiden letzteren 
aber sind perspectivisch (Nr. 62), weil der Strahl A'O dem 
Strahle AO entspricht, folglich schneiden sich ihre entspre- 
chenden Sti-ahlen in Punkten S,, S^, S3,... einer Geraden s. 
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Um also denjenigen Punkt des gesuchten Ortes zu consti'ui- 
ren, der auf einem beliebigen Strahle m des Büschels A liegt, 
hat man nur m bis zu dem Schnittpunkt S mit s zu verlän- 
gern, den Schnittpunkt M' von SA' mit dem Kreise zu bil- 
den und M'O zu ziehen; dann ist der Schnittpunkt von OM' 
und m der gesuchte Punkt M. 

Diese Construction ist nun genau dieselbe, welche wir in 
Nr. 19 (Fig. 10) angewandt haben, um die collineare Curve 
eines Kreises zu finden, wenn die Axe s und das Centi-iim 
der Collineation und zwei entsprechende Punkte A und A' 
gegeben sind. Der Ort der Punkte M ist also ein Kegel- 
schnitt. 

ir. Sind zwei (nicht übereinanderliegende) ge- 
rade Punktreihen in dersefbeu Ebene projectivisch 




(nicht aber perspectivisch), so umhüllen die ge- 
raden Verbindungslinien entsprechender Punkte 
einen Kegelschnitt, d. h. sie sind Tangenten eines 
solchen. Dieser Kegelschnitt berührt die beiden 
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gegebenen Geraden in denjenigen Punkten, welche 
ihrem Schnittpunkte eiitspreclieo. 

Beweis*): Die projectivischeii Piinktreihen seien s und 
s'; die Paare entsprechender Punkte A und A', B und B', C 
und C . , . Die UmhüUungscurve der Geraden A A', BB', 
C C . . . berührt aucli die Gerade s, welche den Punkt s s' oder 
S' der zweiten Punktreihe mit dem Punkte S der ersten ver- 
bindet. So ist auch s' eine zweite Tangente. 

Beschreiben wir einen Kreis, der s in S berühre und 
legen daran die Tangenten a", b'\ c" ... s" aus den Punkten 
A, B, C...S'; diese Tangenten a". b", c" . . . werden aufs" 
eine Punktreihe bezeichnen, die zu s und folglich auch zu s' 
projectivisch ist. Der Punkt S' aber entspricht sich selbst in 
den Punktreihen s' und s", also sind diese perspectivisch 
(Nr. 62) und die Geraden Ä" A', B" B', C" C, . ■ - laufen in einem 
Punkte zusammen. Will man also denjenigen Punkt M' 
von s' construiren, der einem beliebigen Punkte M von s ent- 
spricht, so hat man nur aus M eine Tangente m an den Kreis 
zu legen uud den Schnittpunkt M" von m und s" mit zu 
verbinden, dann wird diese Gerade M" die Gerade s' in M' 
treffen. Die Gerade MM' wird eine neue Tangente an die 
Curve sein. Da nun diese Conatruction genau dieselbe ist, 
wie diejenige, welche wir in Nr. 19, Fig. 10', angenommen 
haben, um die colhneare Figur eines Kreises zu finden, wenn 
die CoUineationsaxe s eine Tangente an diesen Kreis, das 
CoUineationscentruHi ein beliebiger Punkt und s' und s" 
zwei entsprechende Geraden smd. Die UmhüUungscurve der 
Goraden MM' ist also ein Kegelschnitt. 

Die Lehrsätze I' und II" dieser Nummer sind correlativ 
(27), denn die aus den Schnittpunkten der entsprechenden 
Strahlen zweier projectivischer Büschel gebildete Figur ist 
correlativ zu der aus den Verbindungslinien der entsprechen- 
den Punkte zweier projectivischer Punktreihen gebildeten Fi- 
gur. Also entsprechen (nach dem Reciprocitätsgesetz 

<>} Beweis von Ed. "DewuU. 
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der Ebene) in zwei correlativen Figuren den Punkten 
eines Kegelschnittes die Tangenten eines anderen 
Kegelschnittes. 

115. Mit Rücksicht auf Nr. 58 und 61 können die Lehr- 
sätze der Nummern 113 und 114 auch so ausgedrückt werden: 
DasDoppelverhältniss der vier Geraden, welche 
vier feste Punkte eines Kegelschnittes mit einem 
veränderlichen Punkte dieser Curve verbinden, ist 
constant. 

Das Doppelverhältniss der vier Punkte, in wel- 
chen vier feste Tangenten eines Kegelschnittes von 
einer veränderlichen Tangente derselben Curve ge- 
schnitten werden, ist constant*). 

Man nennt Doppelverhättniss von vier gegebenen 
Punkten AB OD eines Kegelschnittes das Doppelverhältniss der 
vier Geraden (A, B, 0, D) , wo ein beliebiger Punkt des 
Kegelschnittes ist. Man nennt Doppelverhältniss von vier 
gegebenen Tangenten abcd eines Kegelschnittes das Doppel- 
verhältniss der vier Punkte o («, 6, c, d), wo o eine beliebige 
Tangente des Kegelschnittes ist. 

Das Doppelverhältniss von vier Tangenten eines 
Kegelschnittes ist gleich dem Doppelverhältniss 
ihrer Berührungspunkte *'), 

Der Ort eines Punktes, aus welchem man vier 
gegebene Punkte ABCD durch Strahlen projiciren 
kann, deren Doppelverhältniss einem gegebenen 
gleich wird, ist ein Kegelschnitt, der durch die ge- 
gebenen Punkte geht. 

Die Tangente in einem dieser Punkte, A z. B. ist eine 
Gerade, welche mit AB, AG, AD eine Gruppe bildet, deren 
Doppelverhältniss dem gegebenen gleich ist. 

"Wird eine Curve von Geraden umhüllt, die von 
vier gegebenen Geraden in vier Punkten geschnitten 

--) Steiner, loc. cit., S. 156, § 43. 
*i) Chasles, Gfem. sup., Nr. 663. 
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sind, deren Doppelvei'hältniss dasselbe bleibt, so 
ist jene Curve ein Kegelschnitt, der die gegebenen 
Geraden berührt. 

Der Berührungspunkt einer dieser Geraden a z. B. bildet 
mit den Punkten a&, ac, ad eine Gruppe, deren Doppel- 
verhältniss den gegebenen Werth hat *), 



116. Durch fünf beliebige 
Punkte 0, 0', A, B, {Yig. 84) 
(einer Ebene), von denen nicht 
mehr als zwei in einer Geraden 
liegen, kann man einen Kegel- 
schnitt legen, Denn ea wird 
genügen, die projecti vischen Bü- 
schel zu conatruiren, deren Cen- 
tren zwei der gegebenen Punkte 
und 0' z. B, sind und in denen 
drei Paare entsprechender Strah- 
len OA und O'Ä, OB und O'B, 
C und 0' C sich in den 
drei andern Punkten sehneiden. 
Jedes weitere Paar OD und O'D 
entsprechender Strahlen wird 
einen neuen Punkt D der Cuxve 
geben. 

Um die Tangente in einem 
der gegebenen Punkte, z. B., 
zu constrniren, bat man nur 
denjenigen Strahl des Büschels 
zu bestiramen, der dem Strahle 
0' des Büschels 0' entspricht, 
Durch fünf gegebene Punkte 
kann ein einziger Kegel- 
schnitt gelegt werden; denn 
könnten zwei Kegelschnitte ge- 
legt werden, so hätten sie eine 
endlose Zahl anderer Punkte 
(bestimmt durch die Paare der 



An fünf gegebene Geraden 
(einer Ebene) kann ein berüh- 
render Kegelschniti gelegt wer- 
den, wenn nicht mehr als zwei 
dieser Geraden durch denselben 
Punkt gehen. Denn man bat 
nur mit Hülfe der drei Paare 
entsprechender Punkte (o o und 
o' a, oft und o'b, oc und o' c), 
welche drei der gegebenen Ge- 
raden a, b, c auf den beiden 
andern o und o' bestimmen, 
die projecti vis eben Punktreihen 
zu conatruiren (Pig. 85). Die 
Gerade cl, welche zwei andere 



Reiben verbindet, wird eine neue 
Tangente an die Ctirve. 

Um den Berührungspunkt einer 
der gegebenen Geraden, z. B. o, 
zn construiren, hat »nan nur den- 
jenigen Punkt der Reihe o zu 
bestimmen, der dem Punkte o o' 
der Reihe o' entspricht. 

Ea gibt nur einen Kegel- 
schnitt, der fünf gegebene Ge- 
raden berührt; denn sollte es 
zwei solcher geben, schatten sie 
eine endlose Zahl gemeinsamer 
Tangenten (alle Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte 



")St, 
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entsprechenden Strahlen der pro- I der projeotiviaohBii Punktreihen), 
i unmöglich ist. 



i) gememsam, 
was unmöglich ist. ' 

Daraus folgt weiter auch: 

Durch vier Punkte können Es gibt unendlich viele Kegel- 

unendlieli viele Kegelschnitte schnitte, welche vier gegebene 

gelegt werden; irgend awei die- Geraden berühren; irgend zwei 

ser Curven hahen ausser den dieser Curven haben ausser den 

vier gegebenen Punkten keine vier gegebenen Geraden keine 
gemeinsame Tangente. 

T17, Die Lehrsätze Nr. 70 kiinneii jetzt so ausgedrückt 



werden: 

Ist ein Sechseck einem 
Kegelschnitt umschrieben 
(Fig. 89 und 56), so gehen 
die Verbindungslinien der 




i Paare Gegeno 
ch denselben Pui 



Ist ein Sechseck eint 
Kegelschnitt einbeschr 
ben(Pig.90nnd57), sosohn 




Gegenseiten in drei Punk- 
ten einer Geraden*'). 



') Satz TOnBrianohon, zum eral^nmal 1806 Te röif entlieht , später 
wiederholt in den „M^moüc ?ui les Ugnes du sefviud oidie fParig 1817, 
8, 34) 

■^1) Satz ion Pascal; Eisai sur les comgues, em kleines Werk von 
6 Seiten iii 8, 1640 zum eisWnmal veroftentliciit, tili dei Verfasser erst 
16 Jahre alt wai , wiederholt m der Anagabe dei „Ocuviea de Pascal 
(Lb Haye, 1779) und anclj neuerdings durch H We!-:-,?nliorn in der 
Torrede seines Buches; Die Prujection m dei Eb-ne iBeilm 1862). 



y Google 



§ 14, ProjectiTische Gebilde an den Kegelschaitlen, 129 

Ber Pascal'sche Satz bezieht sich auf sechs Punkte, der- 
jenige Brianchon's auf sechs Tangenten eines Kegel- 
schnittes; diese sechs Punkte oder Tangenten können beliebig 
aus allen Paukten und Tangenten der Curve ausgewählt wer- 
den. Da nun der Kegelschnitt durch fünf Punkte oder fünf 
Tangenten bestimmt ist, diese fünf Punkte oder fünf Tan- 
genten also beliebig aus sämmtlichen Punkten oder Geraden 
einer Ebene ausgewählt werden können, der Kegelschnitt dem- 
nach bestimmt ist, sobald einmal diese fünf Elemente bestimmt 
sind, so drückt der Pascal'sche Satz auch die nothwendige 
und hinreichende Bedingung dafür aus, dass sechs Punkte 
einer Ebene auf einem Kegelschnitte liegen; der Satz Brian- 
chon's drückt die nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür aus , dass sechs Geraden einer Ebene einen 
Kegelschnitt als Tangenten berühren. 

Es folgt aus den Sätzen der Nr. 117 selbst, dass die Be- 
dingung nothwendig ist; sechs in beliebiger Aufeinanderfolge 
genommene Punkte eines Kegelschnittes können als Eckpunkte 
eines eingeschriebenen Sechsecks angesehen werden; da aber 
der Pascal'sche Satz für jedes eingeschriebene Sechseck rich- 
tig ist, 80 müssen die drei Paare der Gegenseiten in drei 
Punkten einer Geraden zusammenlaufen, in welcher Reihen- 
folge auch die sechs Punkte genommen werden, um das 
Sechseck zu bilden. 

Die Bedingung ist hinreichend. Denn setzen wir in Fig. 90 
voraus, es besitze das Sechseck AB'CA'BC, dessen sechs Eck- 
punkte in einer gewissen Reihenfolge genommen werden, die 
Eigenschaft, dass die Paare der Gegenseiten BC und B'C, 
CA' und CA, AB' und A'B in drei Punkten P, Q, R einer 
Geraden sich treffen, so geht durch die fünf Punkte 
A B'C A'B ein Kegelschnitt (und nur einer), der die Gerade 
AC in einem gewissen Punkte X schneidet. Nun wird 
AB'CA'BX ein eingeschriebenes Sechseck sein und die Paare 
der Gegenseiten B'C und BX, XA oder CA und CA', A'B 
und AB' werden sich in drei Punkten einer Geraden schnei- 
den, der zweite und der dritte sind Q und E; der erste ist 
also der Schnittpunkt von QR und B'C oder P. Beide Ge- 

L. Cramono, E!am. d. projeol. GBamalrie. 9 
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raden BX und BC gehen darum durch P und fallen dem- 
nach zusammen. Da nun der Punkt X auf AC und zu- 
gleich auf BC liegt, so coincidirt er mit dem Punkte C 
(w. z. b. w.). 

Je naeli der Reihenfolge, in welcher die sechs Punkte 
verbunden werden, gibt es sechzig einfache Sechsecke. Aus 
der soeben gemachten Untersuchung folgt: wenn irgend eines 
dieser Sechsecke die Eigenschaft besitzt, dass sich die drei 
Paare Gegenseiten in drei Punkten einer geraden Linie schnei- 
den, so gehören die sechs Punkte demselben Kegelschnitte 
an, folglich haben auch alle andern Sechsecke dieselbe Eigen- 
schaft*). Betrachtungen, die den soeben angestellten corre- 
lativ sind und sich auf den Satz Brian chon's beziehen, können 
an einem System von sechs Geraden gemacht werden. 

118. Betrachten wir die zwei Dreiecke, von denen das 
eine aus der ersten, dritten und fünften Seite, das andere- 
aus der zweiten, vierten und sechsten Seite des eingeschrie- 
benen Sechsecks AB'CA'BC (Fig. 90) gebildet ist. Als ent- 
sprechende Seiten nehmen wir BC und B'C, CA' und CA, 
AB' und A'B. Nach dem Satze Pascal's schneiden sieh diese 
Seiten paarweise in drei Punkten einer Geraden; also (Nr. 14) 
sind diese beiden Dreiecke collinear. Daraus folgt, dass man 
den Pascal'schen Satz auch so ausdrücken kann: 

Sind zwei Dreiecke collinear, so liegen die 
Punkte, in welchen die Seiten des einen die nicht 
entsprechenden Seiten des andern schneiden, ,auf 
demselben Kegelschnitte. 

Betrachten wir ebenso in einem umschriebenen Sechseck 
ab'ca'bc' (Fig. 89) die Eckpunkte ungeraden Ranges und die- 
jenigen geraden Ranges als Eckpunkte von zwei Dreiecken, 
in welchen die Punkte 5c' und b'c, ca' und c'a, ab' und a'b 
als entsprechende angenommen sind, so liegen nach dem 
Satze Brianchon's diese Punktenpaare auf di'ei nach einem 
Punkte gerichteten Geraden; also (Nr. 13) sind die zwei Drei- 

") Steiner, loc. cit., S. 31:1, g GO . 54. 
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ecke colliuear und es kann der Satz Brianchori's auch so 
ausgedrückt werden: 

Sind zwei Dreiecke collinear, so berühren die 
Geraden, welche die Eckpunkte des einen mit den 
nicht entsprechenden Eckpunkten des andern ver- 
binden, denselben Kegelscliüitt. 

Beide Sätze können in einen zusammengezogen wer-(!en: 
Sind zwei Dreiecke collinear, so liegen die 
Punkte, in denen die Seiten des einen die nicht ent- 
sprechenden Seiten des andern schneiden, auf einem 
Kegelschnitt und die Geraden, welche die Eckpunkte 
des einen mit den nicht entsprechenden Eckpunkten 
des andern verbinden, berühren einen andern 
Kegelschnitt *). 

119. Kommen wir auf Fig. 90 zurück und sehen die 
Punkte AB'CA'B als fest, C als beweglich an, so bietet sich 
uns der Pascal'sehe Satz auch in folgender Fassung dar: 

Verändert sich ein Dreieck CPQ der Art, dasa 
sich seine Seiten PQ, PC und QC um die festen 
Punkte R, B und A drehen, während zwei seiner Eck- 
punkte P und Q zwei feste Gerade CB' und CA' durch- 
laufen, so beschreibt der dritte Eckpunkt C einen 
Kegelschnitt, der durch die gegebenen Punkte A 
und B, durch den Schnittpunkt G der gegebenen 
Geraden, den Schnittpunkt B' der Geraden AR und 
CB' und durch den Schnittpunkt A' der Geraden ER 
und CA' geht*!)- 

") Möbiiis, loc. dt., Nr. 378. 

"1) DieBer Satz wurde you Maolaurin 1731 gegeben. Siehe Trana- 
actions philoeophiqnes de la Societe ruyale de Londres Tom. Jalire 1735 
(pag, i%l der franz. Uehersetzung , Bologne 1741) undChaslea, Apercu 
historique Eur l'oi'igine et le d^veloppement des mfthodea en Geometrie 
(Braxelles, 1837). Ist der Punkt B in unendlicher Ferne, so wird dieser 
Satz Lemma 20 von Newton, Philoeophiae naturalis prindpla mathema- 
tica, lib. 1, S, 198, Kölner Anagabe; die erste Anegabe ist von 1686. 
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Ebenso kann man den Satz Brianchon's in folgende 
Fassung bringen: 

Verändert sich ein Dreieck c'pq (Fig. 90,) der Art, dass 
seine Eckpunkte pq, pc', gc' die festen Geraden r, b und a 
durchlaufen, während sich zwei seiner Seiten um die festen 
Punkte cfe' und ca' drehen, so umhüllt die dritte Seite c' 
einen Kegelschnitt der die gegebenen Geraden a und 6, die 




Verbindungslinie c der festen Punkte, die Verbindungslinie 
b' der Punkte ar und ob' und die Verbindungslinie a' der 
Punkte br und co' berührt. 

120. Setzen wir in den Sätzen Nr. 116 rechts voraus, 
es liege eine Tangente in unendlicher Ferne, so wird der 
Kegelschnitt eine Parabel (Nr. 19), also ist eine Parabel 
durch vier Tangenten bestimmt oder (Nr. 116, rechts): 
Es gibt nur eine Parabel, die vier gegebene Geraden 
berührt. 

Macht man in dem Satze Nr, 113. II dieselbe Voraus- 
setzung, so sind die unendlich fernen Punkte der beiden be- 
rtlhrenden projectivischen Punktreihen entsprechende Punkte, 
denn ihre Verbindungslinie ist eine Tangente an die CuiTe, 
Daraus folgt (Nr. 74): 

Die Tangenten an eine Parabel schneiden zwei 
feste Tangenten dieser Gurve in Punkten, welche 
zwei ähnlicLe Punktreihen bilden. 

Zwei feste Tangenten einer Parabel werden 
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durch alle anderen Tangenten in proportionale 
Stiieke getheiit *). 

Die beiden Tangenten werden von den andern in den 
Punkten A und Ä', B und B', C und C . . . geschnitten 
(Fig. 91); P und Q' sind die Berührungspunkte der beiden 
ersteren, dann wird ihr Schnittpunkt mit Q oder mit F be- 




zeichnet, je nachdem man ihn als Punkt der einen oder an- 
dern Tangente ansieht, yfiv haben also folgende gleiche 
Quotienten; 

A^B _ .A^ _ B_C _ _ Ä ^ _ A^ „ __ P Q^ 
A'B'~A'C B'C ■■■ A'F'A'Q' '■■ F'Q'' 

Umgekehrt (Nr. 114) gibt man (in einer Ebene) zwei 
gerade ähnliche (nichtperspectivische)Punktreiheii, 
so sind alle Verbindungslinien entsprechender 
Punkte Tangenten an dieselbe Parabel, welche die 
gegebenen Geraden in den ihrem Schnittpunkte 
entsprechenden Punkten berührt. 

In diesem Falle ist nämlich die unendlich ferne Gerade 
eine Tangente an den Kegelschnitt, denn sie verbindet die 
unendlich fernen Punkte der beiden gegebenen Geraden und 
diese Punkte sind entsprechende (Nr. 73). 

121. Setzen wir in dem Satze Nr. 114, Fig. 87 voraus, 
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lier Punkt Ä sei in uneücllieher Ferne, oder, was auf dasselbe 
herauskommt, der erste Büschel bestehe aus parallelen Ge- 
raden, so entspricht der Geraden OÄ (d. h. demjenigen 
Strahl des zweiten Büschels, der den Sti'ahlen des ersten 
parallel läuft) als Strahl a' des zweiten Büschels angesehen 
die Gerade a des ersten Büschels und diese ist die Tangente 
in Ä; diese Gerade kann in endlicher oder unendlicher Ferne 
liegen. 

Im ersten Fall {Fig. 92) ist die unendlich ferne Gerade 
eiu Strahl 3 des ersten Büschels, welchem im zweiten Büschel 




ein von o! verschiedener und folglich nicht durch A gehender 
Strahl j' entspricht; der Kegelschnitt wird also eine Hyperbel 
sein (Nr. 19), deren unendlich ferne Punkte A = aa' und 33' 



sind; die Gerade a ist eine Asymptote und j' ist der anderen 
parallel. 

Im zweiten Fall (Fig, 93) ist die unendlich ferne Gerade 
in A eine Tangente an den Kegelschnitt; dieser ist also eine 
Parabel. 
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122. Setzt man in demäelben Satze Nr. 114 voraus, es 
liegen beide Punkte A und in unendlicher Feme {Fig. 94), 
so bestehen beide projectivischen Büschel aus parallelen 
■Strahlen und da der von ihnen erzeugte Kegelschnitt durch 
■die Punlite A und gehen muss, so ist er eine Hy- 
perbel (Nr. 19). Die Asymptoten der Hj^perbel sind die Tan- 
:genten in ihren unendlich fernen Punkten *); sie sind also 




diejenigen Strahlen a und o' des ersten und zweiten Büschels, 
welche der unendlich fernen Geraden, nach einander als Strahl 
des zweiten oder des ersten Büschels angesehen, entsprechen. 

Nach dem allgemeinen Satz Nr. 113 werden die Asym- 
ptoten der Hyperbel von allen anderen Tangenten in Punliten 
von zwei projectiviachen Punktreihen geschnitten, in welchen 
die Berührungspunkte, die unendlich ferne liegen, dem Schnitt- 
punkte Q der Asymptoten entsprechen. In diesem Falle geht 
die Gleichung 

J M . I' M' = const. 
■der Nr. 59 und 83 in folgende über: 

QM.QM' = const, 
wo M und M' die Schnittpunkte einer beliebigen Tangente 
mit den Asymptoten sind. 

Wir schliessen hieraus; 

"■) Desargiies, loü. cit., S. 210. — Newton, loc. cit.j Anmerkung 
z. Satze S. 37. 
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Da« Pi'oduct der durch eine beliebige Tangente 
an die Hyperbel auf beiden Asymptoten abg'esclinit- 
tenen Segmente, wenn diese vom Schnittpunkt der 
Asymptoten aus geraessen werden, hat einen con- 
stanten Werth. 

Man kann auch sagen: 

Der Inhalt des von einer beliebigen Tangente 
an die Hyperbel und ihren Asymptoten gebildeten 
Dreiecks ist constant*). 

123. Wenden wir den Satz Nr. 113 auf den Fall an,, 
wo zwei feste, parallele Tangenten von einer veränderlichen 
Tangente in M und M' geschnitten werden. In den durch 
diese Punkte erzeugten projectivischen Punktreihen entspre- 
chen dem unendlich fernen Schnittpunkt der beiden festen 
Tangenten ihre Berührungspunkte ; bezeichnet man sie mit 
.1 und I', so hat man in Folge von Nr. 59 die Gleichung 

J M . I' M' = const. 
oder : 

Das Product der Segmente, welche eine ver- 
änderliche Tangente auf zwei festen parallelen Tan- 
genten (von ihren Berührungspunkten aus gemessen) 
abschneidet, ist constant*'). 

§ 15. Coiistrnctionen und Uebungeii. 

1 24. Folgende Aufgaben werden mit Hülfe der zu Nr. 1 1 7 
correlativen Sätze gelöst: 

Fünf Tangenten«, h', c,a', Fünf Punkte A, B', 0, Ä', B. 

6 eineBKegelsclmittea sind einea Kegelschnittes sind 
gegeben; man soll durch gegeben; man soll den 
einen Punkt H einer dieser Schnittpunkt dieser Curve 
Tangenten^ eine sechste 1 mit einer Geraden sucten, 
Tangente an die Ourve le- | die durch einen der gegebe- 
gen (Fig. 95). i nen Punkte A geht {Fig. 96}. 

") Apolloniu?, Inc. dt., TII, 43. 
*0 Apolloniiis, loc. oit., IH, 43. 
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§ 15. CoHstr 

Ist c' die gesuchte Tangente, 
so iiat das Sechseck ab' c «' 6 c' 
die in dem Satze Brianchon's 
ausgedrückte Eigenschaft. Zie- 
hen wir die Diagonale r, welche 
zwei Gegenecken a b' und a' b 
verbindet und die Diagonale g, 
welche die Gegeneoken c u' und 
c' a (wo c' a der gegebene Punkt 
H ist), 80 muas die Diagonale, 
welche die beiden andern Gegen- 
ecken b c' und b' c verbindet, 
durch den Punkt i/r gehen. Ver- 
bindet also p die Puükte qr und 

Pig. 95. 



und Uebunger 



137 




b' c, so ist die Verbindungslinie 
von pb und dem gegebenen 
Punkt H die gesuchte Gerade. 
Setzt man jetat voraus, der 
Punkt H nehme auf irgend einer 
der gegebenen Tangenten andere 
Lagen an und wiederholt man 
jedesmal obige Construction, so 
erhält man eine beliebige Anzahl 
von Tangenten an den Kegel- 
sohnitt. Der Satz Brianchon's 
dient also dazu, mit Htiife von 
Tangenten den Kegelschnitt zu 



Ist C der gesuchte Punkt, so 
hat das Sechseck AB' CA' BC 
die in dem Satze Pascal's 
ausgedrückte Eigenschaft. Der 
Schnittpunkt von zwei Gegen- 
seiten des Sechsecks A B' und 
A' B sei E; der Schnittpunkt 
von zwei andern Gegenseiten 
CA' und r sei Q; dann muss 
QE, die beiden andern Gegen- 
seiten ß' und B C in dem- 
selben Punkte P schneiden. 
"Verbindet man also den Schnitt- 
punkt P der Geraden B' C und 




) schneidet B P 
1 dem gesuchten 



QE, mit B, 
die Gerade r 
Punkte C 

Setzt man jetzt voraus, die 
gegebene Gerade nehme noch 
andere Lagen an, indem sie sich 
um einen der gegebenen Punkte 
des Kegelschnittes dreht und 
wiederholt man jedesmal obige 
Constructiön, so erhält man eine 
Anzahl von Punkten 
Kegelschnittes. Der Satz 
al's dient also dazu, punkt- 
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conatruiren, der durcli fUnf ge- | weise den Kegelschnitt zii coe- 
gebene Tangenten bestimmt ist*), j struiren, der durch fünf gegebene 
! Punkte bestimmt ist *'). 

125. Setzen wir voraus, dass in der vorhergehenden Auf- 
gabe rechts dor Punkt B in unendlicher Feme liege. Der Kegel- 
schnitt wird dann im Allgemeinen eine Hyperbel sein, von welcher 
die Punkte A, B', 0, A' und die Richtung (m) einer Asymptote 
bekannt sind. Man sucht den zweiten Schnittpunkt C der Curve 
mit einer durcli A gehenden, gegebenen Geraden r (fig. 97). 

Die Auflösung wird von derjenigen der vorigen Aufgabe ab- 
geleitet, indem man den Punkt B in der gegebenen Richtung in 




unendliche Ferne rückt. Man verbindet den Schnittpunkt E von 
AB' und der durch A' in der gegebenen Eichtnng gezogenen 
Geraden mit dem Schnittpunkte Q von r und Ä' C , zieht hierauf 
durch den Schnittpunkt P von Q R und B' C eine Parallele zu 
A'E.1 welche r in dem gesuchten Punkte 0' schneidet. 

I. Wenn dagegen der Punkt Ä unendlich ferne liegt, so geht 
die Aufgabe in die folgende über: 

Von einer Hyperbel sind vier Punkte B'CA'B und 
die Richtung einer Asymptote gegeben; man sucht den 
Schnittpunkt dieser Curve mit einer gegebenen Ge- 
raden r, die der Asymptote parallel ist {Fig, 98). 

Auflösung. "Wir verbinden den Schnittpunkt R von A' B 
und der durch B' in der gegebenen Richtung gezogenen Geraden 



") Bris 

"') Ne' 

geomelricai'i 



chon, loc. dt., S. 38. — Poncelet, loc, cit., Hr. 
ton, loc. cit., Satz XXII. — Mftclaurin, 1 
1 proprietÄtibiis generalibuB (London, 1748), § 
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mit dem Schnittpunkt Q von A' C und der gegebenen Geraden 
»■; jetzt ziehen wir durch B und den Schnittpunkt P vöd QB 




und B' C eine Gerade; BP sclmeiiiet die Gerade r in dem ge- 
suchten Hyperbelpunkte 0'. 

li. Sind zwei Punkte A' und B unendlich ferne, so haben 
wir folgende Aufgabe: 

Von einer Hyperbel sind drei Punkte A, ß', und 
die Richtungen beider Asymptoten gegeben; man 
sucht den zweiten Schnittpunkt der Curve und einer 
durch A gehenden gegebenen Geraden r (Fig, 99}. 

Auflösung. Durch den Schnittpunkt Q von der gegebenen 
Geraden r und der durch C in der Richtung der ersten Asym- 




ptote gezogenen Geraden ziehen wir eine Parallele zu AB'; sie 
schneidet B' C in P; durch P ziehen wir die Parallele zu der 
zweiten Asymptote, sie schneidet *■ in dem gesuchten Punkte C 
der Hj-perbel. 

III. Sind die Punkte A und B' unendlich ferne, so ist die 
durch die vorhergehende Construction gelöste Aufgabe gleich der 
folgenden: 
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Von einer Hyperbel sind drei Punkte C, A', B und 
die Richtungen der Asymptoten gegeben; man sucht den 
Sohnittpunltt der Curve mit einer gegebenen Geraden 
r, welobe der ersten Asymptote parallel ist (Fig. 100> 

Auflösung. Wir ziehen diirch den Schnittpunkt Q von r 
und OÄ' eine Parallele zu A' B; diese scbneidet in P die durch 

Ftg. 10«. 




C zur zweiten Asymptote parallel gezogene Gerade; dann schneidet 
B P die gegebene Gerade in dem gesuchten Punkte 0' der Hy- 



IV. Sind endlich die Punkte B', 0, A', B in endlieber Ent- 
fernung, die Gerade A C unendlich ferne, so haben wir folgende 
Aufgabe : 

Vier Punkte B', C, A', B einer Hyperbel uad die 
Richtung einer Asymptote sind gegeben; man sucht 
die Richtung der zweiten Asymptote (Fig. 101). 

Auflösung. Durch den Schnittpunkt E von A' B und der 
durch B' in der gegebenen Richtung gezogenen Geraden ziehen 




■ die Parallele zu CA'; sie sehneidet die Gerade B' G i 
m ist B P die gesuchte Richtung, 
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§ 15. Constnictionen und Uebungen. 14) 

Alle diese Aufgaben sind, nur besondere Fälle von H"r, 124 
rechts; es wird für den Studirenden eine nützliche Uehung sein, 
die Conatructionen für die besonderen Fälle von der allgenseinen 
Construction abzuleiten; man bat zu dem Zweoke nur Fol- 
gendes zu überlegen: Soll ein Punkt in etidliober Entfernung 
mit einem unendlich fernen Punkte iu einer gegebenen Kichtung 
verbunden -werden, so bat man durch den ersten Punkt eine Pa- 
rallele zu der gegebenen Richtung au ziehen. 

126. Betrachten wir ebenso die besonderen Palle der Auf- 
gabe Nr. 134 links, indem wir voraussetzen, es rücke eines der 
gegebenen Elemente in unendliche Ferne. 

Nehmen wir in erster Linie an, der Punkt ac' sei unendlich 
ferne, so haben wir folgende Aufgabe zu lösen: 

Fünf Tangenten a, b\ c, a\ b eines Kegelschnittes 
sind gegeben; man soll eine sechste Tangente construi- 
ren, die einer der gegebenen, z.B.a, parallel ist (Fig. 102). 

Auflösung. Zeichnen wir die Gerade r, welche die Punkte 
ab' und a'b verbindet, ferner durch den Punkt a' c eine Gerade 

Pig. 109. 



<] parallel zu a und eine Gerade p, welche die Punkte qr 
und b' c verbindet. Die gesuchte Tangente c' geht durch den 
Punkt p b. 

Aus einem beliebigen Punkte der Ebene eines Kegelschnittes 
kann man höchstens zwei Tangenten an denselben legen (Sr. 19) ; 
aus einem gegebenen Punkte einer Tangente kann man nur coch 
eine andere Tangente ziehen, Ist also der Kegelschnitt eine Pa- 
rabel, so können nie zwei ihrer Tangenten parallel sein. 

I. Ist die Gerade b unendlich ferne, so haben wir die 
Aufgabe : 
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Vier Tangenten a, b\ c, a' einer Parabel sind gege- 
ben; man soll durcli einen Punkt H von a eine fünfte 
Tangente construiren (Fig. 103). 

Auflösung, Wir ziehen die Gerade r durch ah' und pa- 
rallel zu «', ferner die G-erade 5, welche den gegebenen Punkt H 




mit dem Punkte a' c verbindet und die Gerade /), welche die Punkte 
<j r und b' e verbindet. Die gesuchte Tangente ist parallel au p. 

II. Ist die Gerade a unendlich ferne, so haben wir die 
Aufgabe: 

Vier TangeEten &', c, a\ h einer Parabel sind gege- 
ben; man soll eine Tangente construiren, die einer ge- 
gebenen Geraden parallel ist (Kg. 104). 

Auflösung. "Wir aiehen durch den Punkt a' b eine Gerade 
r parallel ku //, ferner durch den Punkt a' c die Gerade <) in der 




gegebenen Richtung, endlich die Gerade /i, welche die Punkte 
b'c und qr verbindet. Die gesuchte Tangente geht durch den 
Punkt p b. 



y Google 
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ni. Verändert in der Aufgabe I der Punkt H seine Lage 
auf a, oder verändert sich die gegebene Richtung in der Auf- 
gabe II, so gelangt man au der Lösung der Aufgabe: 

An eine durch vier gegebene Tangenten bestimmte 
Parabel noch weitere Tangenten au ziehen. 

§ 16. Folgerimgen aus den Sätzen von Vascal 
lind Erianclio». 

127. Wir haben schon einige Sätze um! Coostriictionen 
(Nr. 124 und folgende) entwickelt, welche iinmittelbare Fol- 
gerungen aus den Lehrsätzen von Pascal und Brianchon sind 
und welche sich aus der Voraussetzung ergeben, dass einzelne 
Elemente ins Unendliche rücken. Man erhält noch an- 
dere Zusätze, indem man annimmt, dass von den sechs 
Punkten oder sechs Tangenten zwei unendlich nahe zusammen 
rücken *). 

Sind AB'CA'BC sechs Punkte eines Kegelschnittes, so 
sagt der Pascal'sche Satz, dass z. B. die beiden Büschel A. 
(A'B'CC) und B (A'B'CC) projectivisch sind. Lern Strahl 
AB des ersten entspricht die Tangente in B, so dass man 
sagen kann, die Gruppe der vier Geraden 

AA', AB', AC, AB 
ist projectivisch zu der Gruppe von 

BA', BB', BC, Tangente in B; 
Fig. 1U5, 




damit ist offenbar vorausgesetzt, dass der Punkt C, der zu- 
erst in einer beliebigen Lage auf der Curve angenommen 

-') Carnot, loc. eit., S. 455-45G. 
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wurde, dem Punkte B uneodlich nalie gekommen sei. Statt 
des eingeschiiebenen Sechsecks h&t man die aus dem einge- 
schriebenen Fünfeck AB'CA'B und der Tangente b im Eck- 
punld B zusammengesetzte Figur (Fig. iOö) und der Pascarsche 
Satz geht in den folgenden über: 

Ist ein Fünfeck (AB'CA'B) einem Kegelschnitt ein- 
geschrieben, so liegen die zwei Schnittpunkte R, Q 
von zwei Paaren nicht aufeinander folgender Seiten 
(AB' und Ä'B, AB und CA') und der Schnittpunkt P 
der fünften Seite (B'C) und der Tangente im gegen- 
überliegenden Eckpunkt (B) auf derselben Geraden. 
Wir können diesen Satz auch aus der Oonstruetion (Nr. GG 
rechts) aweier pro.] ectivis eher Büsciiel ableiten. Drei Paare ent- 
sprechender Strahlen AA' und BA', AG und BC, AB' und 
Bß' sind gegeben;. wir schneiden die beiden Buscbel durch die 
Transversalen CA' und OB'; R sei der Schnittpunkt von A'B 
und AB'; dann müssen irgend zwei entsprechende Strahlen der 
beiden Büschel A und B die Transversalen C A' und C B' be- 
ziehungsweise in zwei Punkten achneiden, welche mit E. in der- 
selben Geraden liegen. Um also denjenigen Strahl des zweiten 
Büschels, der AB entspricht, d. h. die Tangente in B zu er- 
halten, hat man nur den Punkt E mit dem Schnittpunkt Q von 
CA' und AB au verbinden: die verlangte Gerade b geht dann 
von dem Punkte B nach dem Schnittpunkte P von OB' und 
QE,. Diese Oonstruetion stimmt genau mit der oben ausge- 
sprochenen Folgerung überein. 

128. DiBse Folgerung dient dazu, die beiden folgenden Auf- 
gaben zu lösen: 

1. Fünf Punkte A, B', C, A', B eines Kegelschnittes sind 
gegeben; man soll die Tangente in einem der gegebenen Punkte 
B construiren (Fig. 105). 

Auflösung. Wir verbinden den Schnittpunkt Q von AB 
und CA' mit dem Schnittpunkt E von AB' und A'B; P sei der 
Durchschnitt von Q R und ß' 0. Die gesuchte Tangente ist B P *). 

Besondere Fälle. Einer der Punkte AB'CA' ist unend- 
lich ferne: Vier Punkte einer Hyperbel und die Richtung einer 

"} Maclauriii, loc. cit., % 40. 
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Asymptote sind bekannt; man soU die Tangente in einem der 
gegebenen Punkte construireu. 

B ist nuendlich femi Vier Punkte einer Hyperbel und die 
Richtung einer Asymptote sind bekannt; die Asymptote selbst 
zu zeielinen. 

VoE den vier Punkten AE'OA' sind zwei unendlich fern: 
Drei Punkte einer Hyperbel und die Eichtungen der Asymptoten 
.sind gegeben; in einem der gegebenen Funkte die Tangente zu 



B und einer der anderen Punkte sind unendlich fern: Drei 
Punkte einer Hyperbel und die Richtungen der Asymptoten sind 
bekannt; eine Asymptote selbst zu zeichnen. 

2. Vier Punkte A B A' C eines Kegelschnittes und die Tan- 
gente in B sind gegeben; den Kegelscbnitt selbst punktweise zu 
zeichnen; a. B. den Punkt der Ourve zu finden, der sich auf 
einer durch A gebenden Geraden r befindet (Fig. 105). 

Auflösung, Der Schnittpunkt von r und A'B sei R; der 
Schnittpunkt von AB und CA' sei Q; der Durchschnitt vonQR 
und der gegebenen Tangente seiP; dann ist der Schnittpunkt B' 
von P und der gegebenen Geraden )■ der gesuchte Punkt der 

Setzt man voraus, es liegen ein oder zwei der Punkte A A' C 
oder der Punkt Ä und die Gerade r, oder der Punkt B, oder der 
Punkt B und einer der anderen Punkte, oder der Punkt B und 
die gegebene Tangente in unendlicher Peme, so hat man folgende 
besondere Pälle: 

Die Hyperbel punktweise zu verzeichnen, wenn von ihr be- 
kannt sind: drei Punkte, die Tangente in einem derselben und 
die Richtung einer Asymptote; oder zwei Punkte, die Tangente 
in einem derselben und die Richtungen der Asymptoten; oder drei 
Punkte und eine Asymptote; oder zwei Punkte, eine Asymptote 
und die Richtung der andern. 

Die Parabel punktweise zu verzeichnen, wenn von ihr drei 
Punkte in endlicher Entfernung und die Richtung der Geraden 
i sind, die sich in dem unendlich fernen Punkte schneiden. 



129. Kommen wir jetzt auf das Sechseck AB'CA'EC 
im Kegelschnitt zurück und nehmen an, dass nicht nur C 
dem Punkte E unendlich nahe liege, sondern dass auch B' 

L. Gremona, Elem. a. project. Geometrie, 10 
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dem Punkte C unendlich nahe rücke, so geht die Figur in 
das eingeschriebene Viereck AB'Ä'B mit den Tangenten in 
den Eckpunkten B und B' über (Fig. 106) und der Pascal'sche 
Satz heisst dann: 

In jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen 
Viereck liegen die zwei Schnittpunkte der Gegen- 




seiten mit demjenigen der Tangenten in irgend zwei 
gegenüberliegenden Eckpunkten in einer Geraden, 
Diese Eigenscliaft fällt mit einer anderswo (Nr, 67 rechts) 
erhaltenen zusammen. Betrachten wir nämlich die projectivischen 
Büschel, deren entsprechende Strahlen BA und B'A, B A' und 
B'A', ... sind, so muss die Gerade, welche den Schnittpunkt Q 
von BA und B'A' mit dem Schnittpunkt E von B'A und B A' 
verbindet, durch den Schnittpunkt P derjenigen Strahlen gehen, 
welche der Verbindungahnie der Mittelpunkte B und B' ent- 
sprechen. 

130. Mit Hülfe des vorangehenden Zusatzes werSen folgende 
Aufgaben gelöst: 

1, Vier Punkte AB'A'B eines Kegelschnittes und die Tan- 
gente BP in B sind gegeben; man soll die Tangente in B' con- 
struiren (Pig. 106). 

Auflösung. Der Schnittpunkt von AB und A'B' sei Q, 
derjenige von AB' und A'B sei R und derjenige von QE und 
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der gegebenen Tangente sei P; dann ist E' P die gesuchte Tan- 
gente *). 

Nimmt man an , es liege einer der gegebenen Punkte oder 
die gegebene Gerade unendlicli ferne, so erhält man die Auf- 
lösung folgender besonderer Aufgaben: 

In einem gegebenen Punkte einer Hyperbel die Tangente zn 
zeichnen, wenn von der Curve ausserdem gegeben sind; zwei an- 
dere Punkte, die Tangente in einem derselben und die Eiclitiiug 
einer Asymptote; oder ein anderer Punkt mit einer Tangente und 
den Richtungen beider Asymptoten; oder zwei andere Punkte 
und eine Asymptote; oder ein anderer Punkt, eine Asymptote 
und die Richtung der zweiten Asymptote. 

Die Asymptote einer Hyperbel au aeichnen, wenn die Eich- 
tung derselben gegeben ist und ausserdem noch drei Punkte der 
Curve und die Tangente in einem derselben; oder zwei Punkte, 
die Tangente in einem derselben und die Richtung der zweiten 
Asymptote; oder zwei Punkte und die zweite Asymptote selbst. 
In einem gegebenen Punkte der Parabel eine Tangente zu 
zeichnen, wenn von dieser Curve noch zwei weitere Punkte in 
endlicher Entfernung und die Richtung gegeben sind, in welcher 
der unendlich ferne Punkt liegt. 

2. Punktweise den Kegelsclinitt au coustruiren, von welchem 
drei Punkte A, B, B' und die Tangenten B P und B' P gegeben 

Fig. 107. 




sind, indem man z. B. den Punkt A' sucht, in welchem eine 
beliebige durch B gezogene Gerade r von der Curve geschnitten 
wird (Fig. 107). 
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Auflösung, "Wir verbinden deu Schnittpunkt P der gege- 
benen Tangenten mit dem Schnittpunkt R von r and AB'; ist 
Q der Durchschnitt von AB und PE, so schneidet B'Q die Ge- 
rade T in dem gesuchten Punkte A'. 

Nimmt man an, ea liege einer der Punkte A, B oder B' odev 
eine der Geraden EP, B' P oder r in unendlicher Ferne, so hat 
man die Auflösungen folgender besonderer Falle: 

Punktweise die Hyperbel zu zeichnen, von welcher gegeben 
sind: zwei Pankte mit ihren l'angenten und die Richtung einer 
Asymptote, oder ein Punkt mit seiner Tangente, eine Asymptote 
und die Richtung der zweiten Asymptote, oder beide Asymptoten 
und ein Punkt. 

Punktweise die Parabel zu construiren, von welcher zwei 
Punkte, die Tangente in einem derselben und die Richtung der 
Geraden gegeben sind, die in dem unendlich fernen Punkte au- 



131. Die Taiigenteu in den beiden anderen Eckpimkten 
A und A' des Vierecks ABA'B' (Fig. 107) schneiden sich 
ebenfalls auf der Verbindungslinie dev Punkte (AB, A'B') 
und (AB', A'B), oder: 

Ist ein Viereck einem Kegelschnitt eingeschrie- 
ben, so liegen die zwei Schnittpunkte der Gegen- 
seiten und die zwei Schnittpunkte der Tangenten 
in den Gegenecken auf derselben Geraden. 

132. Schreiben wir jetzt die Buchstaben C, D, E und 
G an der Stelle von A', B', R und Q (Fig. 108). In dem 
eingeschriebenen Viereck AB CD liegen also der Schnittpunkt 
der Tangenten in A und C, der Schnittpunkt der Tangenten 
in B und D, der Schnittpunkt der Seiten AD und BC und 
der Schnittpunkt der Seiten AB und CD auf derselben Ge- 
raden EG. 

Nimmt man dieselben Punkte A, B, C und D in einer 
anderen Reihenfolge, so hat man zwei andere eingeschriebene 
Vierecke ACDB und ACBD. 

Wendet man also den letzton Lehrsatz auf das einge- 
schriebene Viereck ACDB an, so findet man, dass der Schnitt- 
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punkt der Tangenten in A und D, der Schnittpunkt der Tan- 
genten in C und B, der Schnittpunkt der Seiten AB und CD 
und der Schnittpunkt der Seiten AC und BD auf derselben 
Geraden FG- liegen. Ebenso gibt das eingescbriebeno Viereck 




ÄCBD vier Punkte auf derselben Geraden EF, nämlich die 
Schnittpunkte der Tangenten in A und B, der Tangenten in 
C und D, der Seiten AD und OB und der Seiten AC und 
BD*). 

Die drei Geraden EG, FG, EF, die man so erhält, sind 
die Seiten des Diagonaldreiecks (Nr, 30, 2) desjenigen voll- 
ständigen Vierecks, dessen Eckpunkte die ■vier gegebenen 
Punkte sind; und da dieselben Geraden auch die Durchschnitte 
der Tangentenpaai'e in diesen Punkten enthalten, so sind sie 
also auch die Diagonalen des von diesen vier Tangenten ge- 
bildeten vollständigen Vierseits oder: 

Das von vier Tangenten eines Kegelschnittes 
gebildete vollständige Vierseit und das von ihren 
vier Berührungspunkten gebildete vollständige 
Viereck haben dasselbe Diagonaldreieck. 



') iU 
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In Fig. 108 sind a, ö, c, d die vier Tangenten, A, B, C, 
D die vier Beriitiningspunkte ; EFG ist das Diagonaidreieclc. 

133. In dem vollständigen Vierseite ahed schneidet die 
Diagonale/, deren Endpunkte ac und bd sind, die beiden 
andern Diagonalen e und g in E und G; diese vier Punkte 
sind also harmonisch (49). Der correlative Satz heisst: Die- 
jenigen zwei Gegenseiten des eingeschriebenen vollständigen 
Vierecks AB CD, welche sich in F schneiden, sind durch die 
Geraden, die nach den zwei andern Diagonalpunkteu E und 
G gehen, harmonisch getrennt (Nr. 50). Man kann also fol- 
genden Lehrsatz aufstellen {Fig. 108): 

Hat ein (einfaches) eingeschriebenes Viereck 
(ABCD) als aufeinanderfolgende Eckpunkte die auf- 
einanderfolgenden Berührungspunkte eines (ein- 
fachen) umschriebenen Vierecks (abad), so gehen 
1. die Diagonalen der beiden Vierecke durch den- 
selben Punkt (F) und bilden eine harmonische 
Gruppe; 2. liegen die Schnittpunkte der Paare der 
Gegenseiten in beiden Vierecken in einer geraden 
Linie (EG) und sind harmonisch getrennt; 3. gehen 
die Diagonalen des umschriebenen Vierecks durch 
die Schnittpunkte der Gegenseiten des eingeschrie- 
benen Vierecks *). 

134. Mit Hülfe des Lehrsatzes von Nr. 132 kann man zu 
vier gegebenen Tangenl;en ab cd eines Kegelschnittes uad einem 
ihrer Berührungspunkte unmittelbar die drei anderen finden, oder 
zu vier gegebenen Punkten A, B, C, D und der Tangente in 
einem derselbec, die Tangenten in den drei anderen Punkten 
construiren *'}. 



Auflösung. Wir zeichnen 
das Diagonaldreieck E T" G des 
vollständigen Viereeites ab cd; 
dann sehneiden AG, AF und 



Wir zeichnen das Diagonal- 
äreiseit efg des vollständigen 
Vierecks ABCD; die Punkte 
ag, a^und ae gehören bezie- 



") Chai 
■^ij Mac 



Sect, oonique.s, Nr, 131. 
dn, loo. oit., § 38 und 39. 
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§ 16. Folgerungen e 



n Pascal und Briancho 



AE beziehungsweise b, c und 1 hungs^ 
rf in B, und D. 1 genten 



1 den verlangten Tan- 
■; und d an. 



135. Betrachten wir die vier Geraden abcd als Seiten 
■eines (einfachen) dem Kegelschnitt umschriebenen Vierseits, 
-SO können wii' dem Lehrsatz von Nr. 132 noch folgenden 
Ausdruck geben, der schon in demjenigen von Nr. 133 ent- 
halten ist *): 

Wird ein Viei'seit einem Kegelschnitt umschrie- 
ben, so gehen die Verbindungslinien der Berüh- 
rungspunkte der Gegenseiten durch den Schnitt- 
punkt der Diagonalen (Fig. 109). 

Diese Eigenscliaft fällt mit einer schon bei den projeotivi- 
^clien Punktreihen bewiesenen (Kr. 67 links) zusammen, Denn 

Pig. 109. 




■betrachten wir die projectivisclien Punktreihen a tiud c. 
g,h und c6, ad und cd^... entsprecbeude Punkte sind, so 
-müssen sich die Geraden, welche die Punkte ah und cd und die 
Punkte cb und ad verbinden, auf derjenigen Geraden sehneiden, 
welche die dem Punkte ac entspreohenden Punkte verbindet; das 
ist aber die Verbindungslinie der Berührungspunkte von a und c. 
Ist der Kegelschnitt eine Hyperbel und betrachtet man das 
von den Asymptoten und zwei beliebigen Tangent 
Vierseit, so sagt der obige Lehrsatz aus, dass die Diago' 
'derjenigen Sehne parallel sind, welche die Berührungspunkti 
beiden Tangenten verbindet *•), 



*-) Newton, loc. cit. Zus. II. iu Lemma XXIV. 
^*l) ApoUonius, loc. clt., III, 4i. 
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136, Der vorangehende Satz dient dazu, folgendo Aufgabe 
zu lösea; 

Drei Tangenten a, b, o und zwei üner Bei uhjungsp unkte A 
lind G sind gegeben; man soll den Kegelschnitt aelbst mit Hülfe 
weiterer Tangenten construiren; mau aoll z B duich einen Punkt 
H, der auf a gegeben ist, eine neue Tangente zieben (Fig. 109). 

Auflösung. Wir verbinden den Punkt ri b mit d m Schnitt- 
punkt von AG und H (6c); diese Veibindungfehnie trifft c in 
einem Punkte, der mit H verbunden, die ^eihngte Tangente d 
liefert. 

Setzt man voraus, es liege einer dci Punkte A und C oder 
eine der gegebenen Tangenten in unencUicber Ferne, so erhall 
man die Auflösungen von folgenden besonderen Fällen: 

Vermittelst Tangenten die Hyperbel zu conatruiren, von welcher 
eine Asymptote, zwei Tangenten und ein Berührungspunkt — oder 
beide Asymptoten und eine Tangente gegeben sind; vermittelst 
Tangenten die Parabel au conatruiren, von welcher der unendlich 
fei'ue Punkt, zwei Tangenten und ein Berührungspunkt — oder zwei 
1 und ihre Berührungspunkte bekannt sind. 



137. ■Nehmen wir in dem Pascal'schen Satze an, dass die 
Punkte A und B', C und A', B und C einander unendlich nahe 



Tücken, so bekommen wir (Fig. HO) das eingeschriebene 
Dreieck ABC, die Tangenten in den Eclipunkten und den Satz : 
Ist ein Dreieck einem Kegelschnitt eingeschrie- 
ben, so liegen die drei Punkte, in welchen die Seiten 
beziehungsweise von den Tangenten der gegenüber- 
liegenden Eckpunkte geschnitten werden, auf der- 
selben Geraden (PRQi. 
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138. Mit diesem Satze wird die Aiifgabe gelöst: 

Drei Punlite A, B, C eines Kegelacliiiittes und die Tan- 
genten in A und B sind gegeben; man soll die Tangente in 
C constriiiren (Fig. 110), 

Auflösung. Die gegebenen Tangenten sclmeiden beziehungs- 
■weise BC und CA in P und Q; PQ eclineidet AB in E,; dann 
ist CR die gesuchte Tangente. 

Folgende Aufgaben sind besondere Fälle von der vorher- 



Zwei Punkte A und B einer Hyperbel, die Tangenten in 
diesen Punkten und die Ricbtung einer Asymptote sind gegeben; 
man soll diese Asymptote selbst oonstruiren. 

Eine Asymptote einer Hyperbel, ein Punkt A und seine Tan- 
gente und die Richtung der zweiten Asymptote sind gegeben; 
man soll letztere Gerade selbst oonstruiren. 

Beide Asyrnptoten einer Hyperbel und ein Punkt C sind ge- 
geben; man soll die Tangente in C construiren. 

139, Das eingeschriebene Dreieck ABC und das von 
den Tangenten gebildete Dreieck DEF (Fig. 110) besitzen 
die Eigenschaft, dass sich die Seitenpaare BC und EF, CA 
und FD, AB und DE in drei Punkten einer Geraden schnei- 
den; folglich sind die beiden Dreiecke collinear, d. b. (Nr. 15) 
die Verbindungslinien AD, BE und CF ihrer Eckpunkte 
gehen durch denselben Punkt 0, oder: 

Igt ein Dreieck einem Kegelschnitt umschrieben, 
so gehen die Geraden, welche seine Eckpunkte mit 
den Berührungspunkten der Gegenseiten verbinden, 
durch denselben Punkt. 

140. Mit Hülfe dieses Satzes wiid die Aufgabe gelöst: 
Drei Tangenten eines Kegelschnittes und zwei Berührungs- 
punkte sind gegeben; man soll den dritten bestimmen. 

Auflösung. In Fig, 110 sei DEP das von den gegebenen 
Tangenten gebildete umschriebene Dreieck, A und B die Berüli- 
von EP und P D. Die Geraden AD und B E 
. sich in 0; dann schneidet PO die Tangente D E in 
1 gesuchten Punkte C. 
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Besondere Fäile. Zwei Tangenten, eine Asymptote einer 
Hyperbel und der Berübrungspnnkt der einen Tangente sind ge- 
geben; man sucht den Berührungspunkt der andern Tangente. 
Beide Asymptoten und eine Tangente einer Hyperbel sind gege- 
ben; man sucht ihren Berührungspunkt. 

Zwei Tangenten einer Parabel mit ihren Berührungspunkten 
sind gegeben; man sucht die Bichtung der Geraden, die sich in 
dem unendlich fernen Punkte schneiden . 

Zwei Tangenten einer Parabel, der Berührungspunkt der 
einen und der unendlich ferne Punkt sind gegeben; man sucht 
den Berührungspunkt der andern Tangente. 

141. Ebenso wie aus dem Pascal'scheQ Satze eine Reihe 
specieller, das eiiigescliriebene Fünfeck, Viereck und Dreieck 
betreffender Sätze abgeleitet wurde, kann man auch aus dem 
Satze des ßrianchon correlative, das umschriebene Fünfeck, 
Viereck und Dreieck betreffende Sätze ableiten. 

Nimmt man nämlich an, dass von den sechs Tangenten 
a, b', c, a', h, c', welche das umschriebene Sechseck (Nr. 117, 
links) bilden, zwei, z. B. b und c', unendlich nahe zusammen- 
rücken, so wird, da eine Tangente die unendlich nahe lie- 
gende Tangente in ihrem Berührungspunkte schneidet (Nr. 110, 
113), das Sechseck in diejenige Figur übergehen, welche aus 
dem umschriebenen Fünfeck ab'ca'b und dem Berührungs- 
punkt der Seite b zusammengesetzt ist (Fig. 111). Der Satz 
des Briaüchon heisst dann: 

Ist ein Fünfeck einem Kegelschnitt umschrie- 
ben, so schneiden sich zwei Diagonalen, welche 




zwei Paare verschiedener Eckpunkte verbinden 
und die Verbindungslinie des fünften Eckpunktes 
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mit dem Berührongspuakte der gegenüberliegenden 
Seite in demselben Punkte. 

Dieser Lehrsatz spricht eine schon angeführte {Nr. 67, links) 
Eigenschaft der projeeti vis eben PnoktreiiieE aus, Setzea wir 
nämlich voraus, man habe auf den Geraden a und b die projec- 
tivischen Punktreihen, welche durch die Sekanten o', b\ c be- 
stimmt werden; wii-d die erste Punktreihe aus dem Punkte ca', 
die zweite aus dem Punkte c b' projicirt, so hat man zwei perapec- 
tiviache Büschel, deren gemeinsamer Schnitt die Verbindungslinie 
r der Punkte o h' und b a' ist. Verlangt man also denjenigen 
Punkt der zweiten Punktreihe, welcher dem Punkte ab der ersten 
entspricht, oder den Berührungspunkt der Tangente 6, so hat 
man nur die Gerade q zu ziehen, welche ab aus ea' projicirt und 
durch die Punkte cb' und qr die Gerade p zu legen; der Punkt 
pb wird der verlangte sein. 

Mit Hülfe der soeben aufgestellten Eigenschaft des umschrie- 
benen Fünfecks werden folgende Aufgaben gelöst: 

1. Fünf Tangenten eines Kegelschnittes sind gegeben; man 
soll den Berührungspunkt einer derselben bestimmen ^). 

Besonderer Fall. Vier Tangenten einer Parabel sind ge- 
geben; man soll ihre Beruh ruugspuakte und den unendlich fernen 
Punkt suchen. 

2. Mit Hülfe der Tangenten einen Kegelschnitt zu oonstrui- 
ren, von welchem vier Tangenten und ein Berlthrungspunkt ge- 
geben sind. 

Besondere Fälle, Mit Hülfe der Tangenten eine Hyperbel 
zu zeichnen, von welcher drei Tangenten und eine Asymptote 
gegeben sind. 

Mit Hülfe der Tangenten eine Parabel zu zeichnen . von 
welcher drei Tangenten und der unendlich ferne Punkt oder drei 
Tangenten und ein Berührungspunkt gegeben sind. 

Diejenigen Folgerungen aus dem Lehrsatze des Brianchon, 
welche das umschriebene Vierseit und das Dreieck betreffen, sind 
keine anderen als die Sätze der Nummern 135 und 139; sie sind 
zu den Sätzen der Nummern 129 und 137 ebenso correlativ, wie 
es die Sätze der Nummern 127 und 141 unter sich sind. 

Es wird eine sehr nützliche Uebung für den Schüler sein, 

") Maclauriu, lüc. cit., §. 41. 



y Google 



156 Elemente der projecti Tischen Georaetvie. 

wenn er die in diesem Abschnitt (§ 16) angeführten Aufgaben 
ganz allein löst; die Constractionen werden auf zwei oorrelative, 
durch die Lehrsätze des Pascal und des Brianchon unmittelbar 



i ans den Lehrsätzen des Pascal und des 
Biianolion zt-igen, dass ebenso wie ein Kegelschnitt durch fünf 
Punkte odbi lunf Tangenten eindeutig bestimmt ist, er auch durch 
vier Punkte und die Tangente in einem derselben, durch vier Tan- 
genten und einen Berührungspunkt, durch drei Punkte und die 
Tangenten in zweien derselben, durch drei Tangenten und zwei 
Berührungspunkte eindeutig bestimmt werden kann. Darausfolgt; 
1 Eme unendliche Anzahl von Kegels chnittau kann durch 
diei Punkte gehen und eine gegebene Gerade in einem dieser 
Punkte berühren, oder durch zwei gegebene Punkte gehen und 
darin zwei gegebene Geraden berühren; aber nicht zwei dieser 
Kegelschnitte können noch einen anderen gemeinsamen Punkt 
haben; 

2. eine unendliche Anzahl von Kegelschnitten kann eine ge- 
gebene Gerade in einem Punkte und zwei andere gegebene Ge- 
raden oder zwei gegebene Geraden in gegebenen Punkten be- 
rühren; aber nicht zwei dieser Kegelschnitte können noch eine 
andere gemeinsame Tangente haben. 

Berühren also zwei Kegelschnitte eine gegebene Gerade in 
demselben Punkte (d. h. berühren sich die Kegelschnitte selbst 
in diesem Punkte), so können sie ausserdem nicht mehr als zwei 
gemeinsame Tangenten oder gemeinsame Punkte haben; berühren 
zwei Kegelschnitte zwei gegebene Geraden in gegebenen Punkten 
(d, h. berühren sich zwei Kegelschnitte in zwei Punkten), so 
können sie keine anderen gemeinsamen Punkte oder Tangenten 
haben. 

Berühren zwei Kegelschnitte eine Gerade a in einem Punkte 
A, so vertritt dieser Punkt zwei Schnittpunkte und die Gerade a 
zwei gemeinsame Tangenten. 

§ 17. Lehrsatz von Besargues. 



143. Ein Viereck QEST sei 
einem Kegelschnitt eingeschrie- 
ben (Fig, 112); eine beliebige 
Tranaversale s schneide die Sei- 



Ein Vierseit qrst (Pig, 113) 
sei einem Kegelschnitt umschrie- 
ben; aus einem beliebigen Punkte 
S ziehe man die Geraden «, a', 
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ten QT, US, QE und T S ia 
den Punkten A, A', B und B' 
und den Kegelschnitt in den 
Punkten P und P'. 



guea. 157 

b und b' nach den Eckpunkten 
gl, TS, qr und Is des Yierseits 
und die Tangenten j» und p' an 
den Kegelschnitt. 




Die beiden Strahlengruppen, 
welche, aus Q und S, die Punkte 
P, R, P' und T des Kegelschnit- 
tes projiciren, sind projectivisch 
l_Nr. 113), demnach sind die bei- 
den Gruppen der Punkte PBP'A 
und PA'P'B', wo diese Strah- 
len von der Transversalen ge- 
schnitten werden, ebenfalls pro- 
jectivisch. Also sind (Nr. 38) 
die Gruppen P B P' A und 
P'B'PA' projectivisch, d. h. 
(Nr. 94) die drei Punktenpaare 

PP' . AÄ'. BB' 
bilden eine Involution. 

Oder, als Lehrsatz von De- 
sargMS«); 



Die beiden Gruppen der 
Punkte, in welchen q und s die 
Tangenten p, r, p' und ( des 
Kegelschnittes treffen, sind pro- 
jectivisch (Nr. 113), also sind 
die beidenStrahlenbüschelp&jj' a 
undpa'p'ö', welche diese Punkte 
aus 8 projidreuL, ebenfalls pro- 
jectivisch. Darum sind (Nr. 38) 
die Gruppen pbp'a und p'b'pa' 
projectivisch, d. h. (Nr, 94) die 
drei Strahlenpaare 



PP ■ 



.bb' 



bilden eine Involution. 

Der correlativ© Satz des Lehr- 
satzes von DesarguBS heisst 



«) Loo, cit., S. 171, 17G 
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Einebeliefaif 
aaleachneiiJet einenKegel- 
schnitt und die Gegensei- 
ten eines eingeschriebenen 
Viereoke in drei Paaren 
conjngirter Punkte einer 
Involution. 



144. Dieser Lehrsatz kann 
ebenso wie derjenige von Pascal 
(Kr. 117, rechts) dazu dienen, 
punktweise den Kegelschnitt zu 
construiren, von welchem fünf 
Punkte PQE.ST gegeben sind 
(Fig. 112). Ziehen wir nämlich 
durch P eine beliebige Trans- 
versale s, welche QT, ES, QR 
nnd TS in A, A', B und B' 
schneidet ; construiren dann den 
Punkt P', so dass er dem Punkte 
P in der durch die Punktenpaare 
AA' und BB' (Nr. 102) be- 
stimmten Involution entspricht, 
so wird P' ein weiterer Punkt 



145. Das Paar C C derjeni- 
gen Punltte, in welchen die Trana- 
versale die Diagonalen QS und 
ET des eingeschriebenen Vier- 
eekB schneidet, gehört ebenfalls 
(Nr. 101, links) der durch die 
Punkte AA', BB' bestimmten 
Involution an. 

Da überdies die Punkte AA', 
B B' zur Bestimmung der Invo- 
lution ausreichen, so sind die 
Punkte P und P' conjugirte 



Die von einem beliebigen 
Punkte an einen Kegel- 
schnitt gelegten Tangen- 
ten und die von demselben 
Punkte an die Gegenecken 
eines umschriebenen Vier- 
seits gezogenen Geraden 
bilden drei Paare conju- 
girter Strahlen einer In- 
volution. 

Dieser Lehrsatz kann ebenso 
wie derjenige des Brianohon 
(Nr. 117, links) dazu dienen, 
mit Hülfe von Tangenten den 
Kegelschnitt zu construiren, von 
welchem fünf Tangenten pqrst 
(Fig. 113) gegeben sind. Neh- 
men wir nämlich auf p einen 
behebigen Punkt S und ziehen 
aus diesem Punkte die Strahlen 
a, a', b und b' nach den Punkten 
q f, rs, qr^ ts; construiren wir 
dann (Nr. 102) den /» entspre- 
chenden Strahl /)' der Involution,, 
welche durch die Sti'ahlenpaare 
a«', hb' bestimmt ist, so wird 
p' eine weitere Tangente dea^ 
gesuchten Kegelschnittes sein. 
Das Paar c c' derjenigen Strah- 
len, welche aus S die Schnitt^' 
punkte q s und r t der Gegen- 
seiten des umschriebenen Vier- 
eeits projiciren, gehört ebenfalls 
(Nr, 101, rechts) der durch die. 
Strahlen a a', h b' bestimmten 
Involution an. 

Da überdies die Strahlen « a',. 
h b' zur Bestimmung der Invo- 
lution ausreichen, ao sind die- 
Strahlen p und p' conjugirte-. 
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Punkte diesei- Involution für 
jeden Kegelaclmitt, der dem 
Viereck Q E S T umschrieben 
■wird. Oder: 

Alle demselben Viereck 
nmschriebenen Kegel- 



1 Desargues. 
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nktei 



beliebigen T 

in conjugirt 

einer Involution gesoUnit- 

ten. 

Hat die Involution Doppel- 
punkte, so vertritt jeder zwei 
zusammenfallende (oder unend- 
lich, nahe liegende) Durchschnitte 
P und P', d. h. er ist der Be- 
rührungspunkt der TransverßR- 
len und eines dem Viereck um- 
schrieb eneu Kegelschnittes. 

Es gibt also entweder zwei 
Kegelschnitte, welche durch vier 
gegebene Punkte QEST geben 
und eine gegebene Gerade s (die 
nicht durch einen dieser Punkte 
gebt) berühren oder es gibt 
keinen Kegelschnitt, der diese 
Bedingungen erfüllt. 

146. Sind von den sechs Punk- 
ten AA', BB', PP' einer Invo- 
lution fünf gegeben, so ist der 
^stiiamt {Nr, 102). Neh- 
darum in Pig. 112 an, 



und das Viereck in der Weise 
veränderlich, d^s die Punkte 
AA'B fest bleiben, soistaucbder 
Punkt B' unveränderlich, oder: 
Verändert sich ein Vier- 



Strahlen dieser Involution für 
jeden Kegelschnitt, der dem 
Vierseit tjr st eingeschrieben 
wird, Oder : 

Die Tangentenpaare, die 
von irgend einem Punkte 
aus an diejenigen Kegel- 
schnitte gezogen werden,, 
welche demselben Vierseit 
eingeschrieben sind, bil- 
den eine Involution. 

Hat die Involution Doppel- 
strahlen, so vertritt jeder zwei 
zusammenfallende (oder unend- 
lich nahe liegende) Tangenten 
p und p\ ä. h. er ist in 8 Tan- 
gente eines dem Vierseit einge- 
schriebenen Kegelschnittes. 



Es gibt a 
Kegelschnitte, welche vier ge- 
gebene Geraden qrst berühren 
und durch einen gegebenen 
Punkt S gehen (der auf keiner 
der gegebenen Geraden liegt) 
oder es gibt keinen Kegel- 
schnitt, der diese Bedingungen 
erfüllt. 

Sind von den sechs Strahlen 
aa\ hb', pp' einer Involution 
fünf gegeben, so iat der sechste 
bestimmt (Nr. 102). Nehmen wir 
darum in Fig. 113 an, es sei der 
Kegelschnitt gegeben und das- 
Vierseit in der Weise veränder- 
lich, daas die Strahlen aa'b fest 
bleiben, so ist auch der Strahl 
// unveränderlich, oder: 

Verändert sich ein Vier- 
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Kegelsclmitt eingesclirie- 


Kegelschnitt umschrieben 


ben bleibt, der Art, class 


bleibt, der Art, dass dre 


sicli drei seiner Seiten um 


seiner Eckpuckte auf dre 


drei feste Punkte einer G-e- 


festen, von einem Punkte 


raden drehen, so dreht sich 


ausgehenden, Geraden hin 


auch die vierte Seite um 


gleiten, so gleitet auch de 


einen vierten Punkt der- 


vierte Eckpunkt auf eine 


selben Geraden. 


vierten durcli denaelbor 




Punkt gehenden Gerade 
fort. 



Derselbe Lehrsatz (links) gilt für irgend ein eingeschrie- 
tienes Polygon mit gerader Seitenzahl. Nehmen wir an, das 
eingeschriebene Polygon habe 2 n Seiten und es verändere 
sich der Art, dass seine 2 n — 1 ersten Seiten je durch 
eben so viele feste Punkte einer Geraden s gehen (Fig. 114). 
Ziehen wir aus dem ersten Eckpunkte Diagonalen nach dem 
vierten, sechsten, achten,... 2 (n — l)^^"' so wird das Po- 




lygon in n — 1 einfache Vierecke getheilt. Im ersten dieser 
Vierecke gehen die drei ersten Seiten (welche die drei ersten 
Seiten des Polygons sind) durch drei feste Punkte von s, also 
wird die vierte Seite (welche die erste Diagonale des Poly- 
gons ist) durch einen festen Punkt von s gehen. Im zweiten 
Viereck gehen die drei ersten Seiten (die erste Diagonale, 
die vierte und fünfte Seite des Polygons) durch drei feste 
Punkte von s, also wird auch die vierte Seite (zweite Dia- 
gonale des Polygons) durch einen festen Punkt von s gehen. 
Fährt man in derselben Weise fort, so kommt man zum letz- 
ten Viereck und findet, dass die vierte Seite dieses Vierecks 
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oder die 2 n^"- Seite des Polygons ebenfalls durch einen festen 
Punkt von s geht. Oder; 

Verändert sich ein Polygon von gerader Seiten- 
zahl 2n, das einem gegebenen Kegelschnitt einge- 
schrieben bleibt, der Art, dass alle Seiten, eine aus- 
genommen, durch eben so viele feste Punkte einer 
Geraden gehen, so wird auch die letzte Seite durch 
einen festen Punkt derselben Geraden gehen*). 

Kami man aus dem festen Punkt, um welchen sich die 
letzte Seite dreht, Tangenten an den Kegelschnitt ziehen, 
und betrachtet man jede derselben als eine Lage der letzten 
Seite, so werden die zwei auf dieser Seite liegenden Eck- 
punkte zusammenfallen und das Polygon hat nur noch 2 n— 1 
Eckpunkte. Der Berührungspunkt jeder der beiden Tangenten 
wird also ein Eckpunkt des dem Kegelschnitt eingeschriebenen 
Vielecks von 2n — 1 Seiten sein, dessen Seiten durch die 
2 n — 1 gegebenen Punkte einer Geraden gehen, 

Fig. 115, 




Der Studirende möge übungsweise den covvelativen Lehr- 
satz beweisen: 

Verändert sich ein Vieleck von gerader Seiten- 

"} Poncelel, loc. cit., Nr. 513. 
L, Cremona, Eleni. d. project. Geometrie. 11 
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zahl 2 n, das immer einem gegebenen Kegeläcliiiitt 
umschrieben bleibt, der Art, dass seine Eckpunkte, 
einer ausgenommen, auf eben so vielen von dem- 
selben Gentrum ausgehenden Strahlen hingleiten,, 
so gleitet auch der letzte Eckpunkt auf einem 
festen Strahle fort, der von diesem Centrum ausgeht 
(Fig. 115). 

Schneidet dieser letzte Strahl den Kegelschnitt in zwei 
Punkten und legt man in jedem derselben die Tangente, so 
wird eine solche zur Seite eines umschriebenen Polygons von 
2 n — 1 Seiten, dessen Eckpunkte auf den 2n — 1 gegebenen 
Geraden liegen. 



147. Nehmen wir an, dass die 
Punkte S und T auf dem Eegel- 
schnitt einander unendlich nahe 
liegen (^ig. 116) oder dasa dia 
Gerade S T zur Tangente in S 
werde, so geht das Viereck 
Q E S T in das eingeschriebene 
Dreieck QES über und aus dem 
Lehrsatze von Desargues folgt. 




Nehmen wir an, dass die Tan- 
genten >! und f unendlich nahe 
zusammenrücken (Fig. 117) oder 
dass s im Punkte s t Tangente 
an den Kegelschnitt werde, so 
geht das Vierseit grst in ein 
umschiiebenes Dreiseit qrs über 
n,nd der Lehrsatz Nr. 144 (rechts), 
heisst ttann; 




ein Dreieck QSS 
1 Kegelschnitt einge- 
eben und schneidet 



Ist eiuDreiseit (/rs e 

Kegelschnitt umschri 
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iiteiidesDri 
ikten All] 



undP',z 

A', die dritte Seite und die 
Tangente im. gegenüberlie- 
genden Eckpunkt in den 
Punkten B und B', so bil- 



den 



nktoi 



i lnvoUiti( 



148. MitdiesemLelirsatzecon- 
struirt man in S eine Tangente 
an den Kegelscimitt, von dem 
fünf Punkte PP'Q RS gegeben 
sind. Sind nämliob A, A' und 
B die Schnittpunkte der Geraden 
PP' und der Dreieckseiten QS, 
RS und QR, so construiren wir 
(Nr. 102) zu B den conjugirten 
Punkt B' der Involution, welche 
durch die beiden Paare AA', 
PP' bestimmt ist; B'S wird die 
verlangte Tangente sein. 



!49. Nehmen wir jetzt an, 
daas auch die Punkte Q und R 
(Fig. 118) auf dem Kegelschnitt 
einander «nendbch nah« rucken, 
d h daj=s Q R eine Tangente m 
Q weide, so haben wir at'itt 
der Selten des emgesohiiebenen 
"\ieiecka QEST die beiden 
Tangenten m den Punkten Q 
und S und di B luhi ing^-sehne 
ijS-i 



dp' an den Kegelschnitt, 
nn die Geraden a und a' 
ch zwei Eckpunkten des 
■eiseita und endlich die 
iraden b und b' nach dem 
itten Eckpunkt und dem 
arührungspunkt der 
genüberliegenden Seite, 
bilden diese drei Strah- 



MitdiesemLehrsatzeconstruirt 
man den Berührungspunkt der 
Tangente s an den Kegelschnitt, 
von dem die fünf Tangenten 
jip'qr's gegeben sind. Sind näm- 
lich a, a' und b die Strahlen, 
welche die Punkte qs, r s, qr 
aus dem Punkte )vp' projiciren, 
so construiren wir (Nr, 102) zu 
h den conjugirten Strahl b' der 
Involution, welche durch die bei- 
den Paare a a\ j^p' bestimmt 
ist; b' s wird der verlangte Be- 
rührungspunkt sein. 

Nehmen wir jetzt an, daas 
auch die Tangenten q und r 
einander unendlich nahe rücken, 
1 h dass q im Punkte q r Tan- 
gente an den Kegelschnitt sei, 
80 haben wir statt der Eck- 
punkte des umschriebenen Vier- 
seits (/t st die Eerührungapunkte 
der Tangenten q und s und ihren 
Schnittpunkt q^ (Fig. 119). 



■) D. h. die Verbind 11 ng.^li nie der Berti lirniigspunkte beider Tan- 
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Da jetat die Gieraden QT und 
ßS in eine einzige Gerade QS 
zusammenfallen, so weiden aucli 
die Punkte A und A m eineß 
einzigen Punkt A zusammen 
fallen, welcliei folgbch eine& dei 
Doppelelemente dei Involution 
sein wird, die durch die Paare 
PP' und BB' bestimmt iat. Der 
Lehrsatz von Desarguea wird 
also zum folgenden: 



Da jetat die Punkte q ( uiid 
r ? in einen einzigen Punkt q s 
zusammenfallen, so werden auoL 
dieStiahlena und a'ia einen ein- 
zigen Strahl a zusammenfallen, 
welchei folglich eines der Dop- 
pelelemente der Involution sein 
wird, die durch die Paare pp' 
undi&'bestimmtist. Wirschües- 
sen also aus dem Lehrsatze 
Nr. IM (rechts}; 




Schneidet e 



undB'unddieEerÜhrungs- 
9ehne in Ä, so ist dieser 
letztere Punkt ein Doppel- 
punkt der Involution, 
welche durch die Paare PF 
und BB' bestimmt ist; oder: 



erührt ein veränd 
r Kegelschnitt zwe 
lene Geraden und 



■ n einen Kegel- 
schnitt und projicirt man 
aus demselben Punkte S 
zwei Punkte derOurveund 
den Schnittpunkt der Tan- 
genten in diesen beiden 
Punkten mit Hülfe der 
Strahlen l>, b' wnd a, so ist 
die Gerade a ein Doppel- 
ötrahl der Involution, 
welche durch diePaare^p' 
und bh' bestimmt ist; oder: 
Berührt ein veränderli- 
cher Kegelschnitt, der 
durch zwei gegebene 
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Punkte PP', so geht die 
rüLrungasehnedurcli ei 
festen Punkt von PP'. 



Terändern sicli gleichzeitig mit 
dem Kegelschnitt auch die Tan- 
genten QU und SU, während 
die Punkte P P' B B' fest blei- 
ben, so muss die Bemhruogs- 
sehne immer durch einen der 
Doppelpunkte der durch die 
Paare P P' und B B' bestimm- 
ten Involution gehen. Sind also 
vier Punkte P, P', B, B' einer 
Geraden gegeben und legt man 
an einen durch P und P' gehen- 
den Kegelschnitt die zwei Tan- 
gentenpaare, die von B und 
B' ausgehen, combinirt man 
hierauf jede von B ausgehende 
Tangente mit jeder von B' aus- 
gehenden , Bo erhält m an vier 
Beruhrvingssebnen , welche sich 
paarweise in den Doppelpunk- 
ten der Invoktion P P' . B B' 
schneiden *). 



160. Hieraus ergibt sich eine 
Oonatruetion der Tangente in S 
an einen Kegelschnitt, der durch 
vier Punkte P, P', Q und S 
und die Tangente in Q bestimmt 
ist (Fig. 118). Sind nämlich A 
und B die Schnittpunkte von 
P P' mit Q 8 und der gegebenen 



Punkte geht, zwei gegebene 
Geraden j) und /)', so schnei- 
den sich die Tangenten in 
diesen Punkten auf einer 
durch pp' gehenden festen 
Geraden. 

Verändern sichgleicbzeitig mit 
dem Kegelschnitt auch die Be- 
rührungspunkte von q und s, 
während die Geraden fp'hh' 
fest bleiben, so muss der Schnitt- 
punkt q s immer auf einen der 
Doppelstrahlen der durch die 
Paare p p' und b b' bestimmten- 
Involution fallen. Sind also vier 
Strahlen p, p\ b, b' eines Bü- 
schels gegeben und construirt 
man einen p und p' berührenden 
Kegelschnitt sowie die beiden 
Tangentenpaare an die Curve in 
denjenigen Punkten, wo sie die 
Geraden b und b' schneidet, com- 
binirt hierauf die Tangente in 
jedem der beiden Schnittpunkte 
von b mit der Tangente in jedem 
der beiden Schnittpunkte von 6', 
so erhält man vier Schnitt- 
punkte , welche sich paarweise 
auf den Doppelstrahlen der In- 
volution fp'.h h' befinden. 

Hieraus ergibt sich eine Oon- 
stractiondesBerührnngspnnktes 
der Tangente s an den durch die 
vier Tangenten p, p\ q, s und 
den Berührungspunkt von q be- 
8timmtenKegelschnitrt(Fig.ll9). 
Sind nämlich a und b diejenigen 
Strahlen, welche aus pp' beaüg- 
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Tangente, so construiren wir 
<3en zu B conjugirten Punkt B' 
in der durch das Paai- P P' und 
den Doppelpunkt A bestimmten 
Involation. Die Gerade S B' 
wird die gesuchte Tangente sein. 



' lieh den Punkt q s und den ge- 
gebenen Berührungspunkt pro- 
jiciren, eo construiren wir den 
zu b oonjugirten Strahl b' in der 
durch das Paar pp' und den 
Doppelstrahl « bestimmten In- 
volution. Der gesuchte Punkt 

151, Setzen wir in dem vorhergehen den Lehrsatz (Nr. 149) 
voraus, es sei der Kegelschnitt eine Hyperbel (Pig. 120) und sind 
die gegebeuen Tangenten die Asymptoten, so ist die ganze Sehne 
QS in unendlicher Perne. 

Die Involution (P P' . B B' . . .) hat also einen Doppelpunkt 
in unendlicher Perae, das andere Doppelelement (Wr, 52 und Ü6) 
ist der gemeinsame Mittelpunkt der Segmente PP', BB'... Oder: 
Fig. «0. 




. und ihre Asymptoten 
n die beiden Segmente 
e and den Asymptoten 
ilben Mittelpunkt. 



Sehneidet man eine Hyperbe 
durch eine Transversale, so habi 
derselben, welche von der Cur% 
herausgeschnitten werden, dens 

Daraus folgt, dasa 

P B = B' P' und P B' = B P' «) 
und hieraus eine Eegel für die Construction einer Hyperbel^ von 
welcher beide Asymptoten und ein Punkt gegeben sind ^i). 

152.NehmenwirjetztimLehr- ] Nehmen wir in dem Lehrsatz 
satze Nr. 149 an, die Punkte P I Nr. 149 an, die Tangenten p 
und P' seien unendlich nahe bei | und p' seien unendlich nahe bei 



=) Apolioniua, loc. cit,, II. 8, 16. 
*i) Äpolloniua, !üc. cit, II. 4. 
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■eiuautlei", d. li, die Transvoraale 
sei eine Tangente an den Kegel- 
schnitt (Fig. 121), dann ist der 
Berühr ungspimkt P der zweite 
Doppelpunkt der durch das 



einander, d. h, der Punkt S liege 
auf dem Kegelschnitt selbst 
(Fig. 122), dann ist die Ten- 
gente in S der zweite Doppel- 
strahi der durch das Paar l>h' 




Paar BB' und dew Doppelpunkt 
A bestimmten Involution; also 
sind die vier Punkte P, A, B, 
B' haruiouisch (96); oder: 

In einem umschriebenen 
Dreieck (ÜBE') wird jede 
Seite (BB') durch ihren Be- 
rührungspunkt (P) und die 
Verbindungslinie der Be- 
rührungspunkte (Q und 8) 
■der beiden anderen Seiten 
harmonisch getheilt. 



ißn aus A eine zweite 
ziehen; ihr Beruh- 
rungapunkt sei 0. Die harmo- 
nischen Punkte P, A, E, B' sind; 
der Berührungspunkt der Tan- 
gent« AB und die Schnittpunkte 
dieser Tangente mit den drei 
-anderen Tangenten A, QB und 
SB', also (Nr. 113) werden die 
vier Tangenten AB, OÄ, QB 




und den Doppelstrahl o bestimm- 
ten Involution; also sind die 
vier Strahlen j», a, b, h' harmo- 
nisch (Nr. 96); odert 

In einem eingeschriebe- 
nen Dreieck (iibb') wird je- 
der Winkel {bb') durch die 
Tangente p in seinem Schei- 
tel und die Verbindungs- 
linie dieses Scheitels mit 
dem Schnittpunkt der Tan- 
genten {q und s) in den bei- 
den anderen Eckpunkten 
harmonisch getheilt. 

Die Gerade a trifft den Kegel- 
schnitt in einem zweiten Punkte ; 
die Tangente in diesem Punkte 
sei 0. Die harmonischen Ge- 
raden p, a, 6, h' sind: die Tan- 
gente in S und die Verbindtings- 
linien von 8 mit drei anderen 
Punkten des Kegelschnittes (Be- 
rührungspunkte von 0, q und s); 
also (Nr. 113) worden diese vier 
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und S B' voa jeder beliebigen 
anderen Tangeate in vier har- 
monischen Punkten geschnitten, 
d. h. diese vier Tangenten sind 
harmoniscb (Nr, 111). Da zu- 
gleich die Verbindungslinie QS 
dev Berührungspunkte der con- 
jugirlen Tangenten QB und SB' 
durch den Punkt Ä geht, so 
haben wir den Sata: 

Geht die Berührungs- 
sehne aweier Tangenten 
eines Kegelschnittes 
durch den Schnittpunkt 
von zisfei anderen Tangen- 
ten, so werden die ersteren 
durch die beiden letzteren 
harmonisch getrennt. 

Und umgekehrt: 

Sind vier Tangenten an 
einen Kegelschnitt harmo- 
nisch, so geht die Berüh- 
rungesehne von BW ei con- 
jugirten Tangenten durch 
den Schnittpunkt der bei- 
den andereil. 



Punkte aus jedem andern Punkte 
des Kegelschnittes durch vier 
harmonische Strahlen projicirt,, 
d. h. es sind vier harmonische 
Punkte (Nr. 109) des Kegel- 
schnittes. Da zugleich der 
Schnittpunkt der Tangenten q 
und s auf der Berührungseehne 
der Tangenten p und o liegt, so 
haben wir den Satz; 

Liegt der Schnittpunkt 
der Tangenten an zwei 
Punkte eines Kegelschnit- 
tes auf der "Verbindungs- 
linie von zwei anderen 
Punkten desselben, so sind 
die beiden ersten Punkte 
durch die beiden letzteren 
harmonisch getrennt. 
Und umgekehrt; 
Sind vier Punkte eines 
Kegelschnittes harmo- 
nisch, so liegt der Schnitt- 
punkt der Tangenten an 
zwei conjugirtePunkte auf 
der Verbindungslinie der 



153. Diese beiden coiielativen Satze kmnen vermöge der 
schon (Nr. 112 und 113) auseinander gehetzten Etgen'-chaft, daes 
an vier harmonischen Punkten eines Kegelschnittes auch vier 
harmonische Tangenten liegen und nmgekehit, in einen einzigen 
Satz vereinigt werden: 

Schnei den sich zwei Tangenten eines Kegelschnittes. 
in einemPunkte der Berührungssehne von zwei anderen 
Tangenten, so liegt auch umgekehrt der Schnittpunkt 
der letzteren auf der Berührungasehne der ersteren 
und die vier Tangenten {sowie ihre Berührungspunkte) 
bilden eine harmonische Gruppe *), 



'>) De 1 



Hii 






. Buch I, . 



, 30. - 



]r, loc. eit., S. 159. 



S «■ 
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In der i'ig. 121 geht Q S durch A, dea Schnittpunkt von 
PA und OA, und ebenso OP durch U, den Schnittpunkt von 
QB und SB'; so wie die Geraden IJ (Q, S, P, A) harmonisch 
sind, so sind es auch die Geraden A (0, P, Q, TJ). 

In der Pig. 122 sehen wir: ebenso wie der Punkt 5 s auf a, 
der Berührungssehne von und p, liegt, ao ist auch der Punkt 
op auf der Geraden m, welche die Berührungspunkte von q und 
3 verbindet; und ebenso wie die vier Punkte w {<}, s, p, a) har- 
monisch sind, so sind es auch die vier Punkte a {o, p, q, u). 

löi. Beispiel. Nehmen wir an, der Kegelschnitt sei eine^ 
Hyperbel (Fig. 123); die Asymptoten sind zwei Tangenten, deren 




Berührungssehne QS die unendlich ferne Gerade ist. Folglich 
liegen die Berührungspunkte von awei parallelen Tangenten rait 
dem Schnittpunkt U der Asymptoten in derselben Geraden; und 
umgekehrt, zieht man durch U eine Transversale, welche die 
Ourve in zwei Punkten P und schneidet, so sind die Tangenten 
in diesen beiden Punkten parallel. In der Mitte zwischen den 
Berührungspunkten P und liegt der Punkt ü, weil im Allge- 
meinen (Fig. 121) die Gruppe U V P harmonisch ist nnd hier 
V unendlich ferne liegt. 

Eine beliebige Tangente schneidet die beiden Asymptoten in 
zwei Punkten B und B', welche durch den Berührungspunkt P 
und die Beruhruugasehne der Asymptoten harmonisch getrennt 
sind; diese letztere aber ist die unendlich ferne Gerade, also ist 
P die Mitte von BB' oder: 

Der zwischen den Asymptoten liegende Theil einer 
Tangente an die Hyperbel wird durch den Berührungs- 
punkt halbirt*). 

") Apolionius, loc. cit,, II. 319, 
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Dieser Satz ist ein besonderer Fall von demjenigen in Nr. 151. 

155. Da nach dem Satae von Desargues (Nr. 143) die 
Punktenpaare PP', AA', BB' (Fig. 112) eine Involution bilden, 
so haben wir die gleichen Doppelverhältnisse (P P' A B) = 
(P' P A' B') oder 

PA _PB__FA/ fb;_pb;. p_a; 

F A ■ P'B " PA' ■ PB' ~"P'B' ■ P'A'' 
Nun aber ist P A : P' A gleich dem Verhältniss der Entfer- 
nungen (in einer beliebig angenommenen Richtung gemessen) der 
Punkte P und P' von der Geraden QT; die anderen Verhältnisse 
in der obigen Gleichung haben eine entsprechende Bedeutung; 
man kann also schreiben; 

W (B) (B') . (A') 
(A)' ■ (B)' - (B-)' ■ (AT 
oder 

(A) . (A') ( A)' . (A-)' 
(B) . (B') - (B)' . (B')" 
worin (A), (A'), (B), (B') die Entfernungen (senkrechten oder 
schiefen unter gegebenen "Winkeln) des Punktes P von den Seiten 
QT, HS, QU, ST des eingeschriebenen Vierecks QK8T nnd 
(A)', (A')', (B)', (B')' die Entfernungen (unter beziehungsweise 
gleichen Winkeln) des Punktes P' von denselben Seiten bedeu- 
ten. Die obige Gleichung sagt also aus, dass das Verhältniss 
(A) . (A ) 
(B) . (B-) 
für jeden Punkt P des Kegelschnittes constant ist; oder es ist 
der Satz bewiesen: 

Ist ein Viereck einem Kegelschnitt eingeschrieben, 
so steht das Produot der Entfernungen eines beliebi- 
gen Punktes der Ourve von zwei Gegenseiten zn dem 
Produot der Entfernungen desselben Punktes von den 
zwei anderen Gegenseiten in einem constanten Ver- 
hältniss*). 

156. In eine ähnliche Form lässt sich auch der Satz (Nr. 143, 

'■') Cliasles nennt diesen Satz den Lehrsati des Pappus, weil er 
der herühmlen Aufgabe: „problcma ftd qiiatuor lineas" dieses alten 
Geometers entspricht. Apercu )iistorique., 6. 37 und 338. 
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rechts) bringen, der eine Folgerung desjenigen von Deaargues iat. 
Bezeichnen wir die Eckpunkte qr, ql, st and sr des amschrie- 
benen Vierseits grsi mit R, T, 'J}^, R, (Fig. 113), die Sohnitt- 
punkte der Tangenten p und p' mit der Seite q mit P und P' 
und die Schnittpunkte derselben Tangenten mit der Gegenseite 
s mit P| und P,'. Wach dem Lehraatae 113, II sind die Doppel- 
verhältaisse (RTPF) und (R, T, P; P/) gleich, man hat also: 

E^ E^' _ E|Pi RiPi' 

TP ■ TP' ~TiPj ■ T, P,' 



oder 



ßP . T, P. EP' . T, P,' 



TP. R|P, " TP'. E| P,' 
Nun aber ist E F : T P gieich dem VerliältEJss der Entfer- 
nungen (in d^selben, beliebigen Richtung genommen) der Punkte 
E und T von der Geraden p; gerade so ist Tj P^ : R, P] gleich 
dem .Verhältniss der Entfernungen der Punkte Tj und E] von 
derselben Geraden p. Obige Gleichung drückt also aus, dass 
das Verhältniss 

E P , T, P, 

T P . R, P, 
l'ür jede Tangente p constant ist; oder: 

Iat ein Vierseit einem Kegelschnitt umschrieben, 
so steht das Product der Entfernungen zweier Gegen- 
ecken von einer beliebigen Tangente zu dem Product 
der Entfernungen der beiden anderen Gegenecken von 
derselben Tangente in einem constanten Verhält- 
niss *). 

g 18. Entsprecliüud gememseliaftlielie Elemente mul 
Doppelelemente. 

157. Zwei projectivischc Strahlenbüschel , eoncentrische 
oder nicht coücentriselie , seieu gegeben; durch ihren ge- 
meinsamen Mittelpunkt oder durch ihre Ceutren und 
0' legen wir einen Kegelschnitt oder einen Kreis, der 
die Strahlen des ersten Büscheis in A, B, C... und die 
Strahlen des zweiten Büschels in A', B', C, . . . achneidet. 

^j Chasles, Scct. coniques, Ki'. 26. 
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Projiciveii wir diese beiden Reihen von Punkten aus zwei 
neuen Punkten Oj und 0/ (oder aus demselben Punkt) des 
Kegelschnittes , so sind die beiden projicirenden Büschel 
0] (ABC . . .) und 0,' (A'B' C. . .) (Nr. 113) bezüglich projee- 
tivisch zu den beiden gegebenen Büscheln (ABC,..) und 
0' (Ä'B'C. ..), folglich sind sie auch zu einander projec- 
tivisch. 

Die beiden Reihen von Punkten ABC... und 
A'B'C .. werden proj ectivische Reihen genannt*), 

I. Projiciren wir jetzt diese beiden Reihen (Fig. 124) aus 
zwei ihrer entsprechenden Punkte, z. B. A' und A. Die pro- 
jicirenden Büschel 

A' (A, B, C, . . .) und A (A', B', C, . . .) 
werden projectivisch und da sie den entsprechend gemein- 
schaftlichen Strahl AA' haben, auch perspectivisch sein. 



Folglich (62) weiden sich die Paare der entsprechenden Strah- 
len auf einer festen Geraden schneiden, oder die Schnitt- 
punkte AB' undA'B, AC undA'C, AD'undA'D... werden 
auf derselben Geraden s liegen. Yerbindet man einen belie- 
bigen Punkt von s mit den Punkten Ä' und A, so erhält man 
zwei Geraden, welche neuerdings den Kegelschnitt in zwei 
entsprechenden Punkten der Reihen ABCD... und A'B' CD'... 
treffen. 

Ximmt man statt A' und A zwei andere entsprechende 
Punkte, z. B. B' und B als Projectionscentren, so kommt 
man auf dieselbe Gerade s. Da nämlich AE'CA'EC ein 

") Bellavitis, Saggio <ii Geomelria derivaia (Nuovi Saggi dell' 
Accadeniia di Pado^a, vol. IV, 1838, 8. ÜIO Anmerkung). 
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eiiigeschriebeaes Sechi?eck ist, so muss nach dem Pascarsclioii 
Satze der Schnittpunkt von B' C und B C auf derjenigen Ge- 
raden liegen, welche durch deu Schnittpunkt von A'B und 
AB' und den Schnittpunkt von A'C und AC geht (117 rechts). 
II. Jeder Schnittpunkt M des Kegelschnittes und der 
Geraden s ist ein entsprechend gemeinschaftlicher Punkt der 
beiden Reihen ABC.., und A'B'C... Es treffen nämlich 





die Geraden M A' und MA den Kegelschnitt in demselben 
Punkte M oder zwei entsprechende Punkte der beiden pro- 
jectiTischen Reihen sind in M vereinigt. Daraus folgt, dass 
die beiden Reihen entweder zwei entsprechend ge- 
meinschaftliche Punkte haben, oder nur einen oder 
gar keinen, je nachdem die Gerade s den Kegel- 
schnitt in zwei Punkten (Fig. 124) trifft, oder ihn 




berührt (Fig. 126) oder keinen Punkt mit ih 
hat (Fig. 127). 



m gemein 
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III. Aus dem Vorhergehenden folgt, tlass awei projec- 
tivische Reihen von Punkten eines Kegelschnittes 
durch drei Paare entsprechender Punkte (A, A'), 
(B, B'), {C, C) bestimmt sind. Um andere Paare entsprechen- 
der Punkte und die entsprechend gemeinschaftlichen Punkte, 
wenn es solche hat, zu finden, hat man nur die Gerade s zu 
construiren, welche durch die Schnittpunkte der Paai'e der 
Gegenseiten des eingeschriebenen Sechsecks A B' C A' B C 
(Fig. 90, 124, 125) geht. Die entsprechend gemeinschaftlichen 
Punkte sind die Schnittpunkte von s und dem Kegelschnitt; 
irgend zwei entsprechende Punkte D und D' liegen so, dass 
sich die Geraden A' I) und A D' {oder B' D und B D', oder 
CD und CD') auf s schneiden *). 

158. Statt der projectivischeii Reihen von Kegel- 
Schnittpunkten kann man auch pvojectivische Beiben von 
Tangenten betrachten. Sind o und o' zwei gerade projectivische 
Panktreihen (getrennte oder auf demselben Träger), so besclirei- 
ben wir einen Kegelschnitt, der o und o' berührt und aiehen von 
jedem Paar entsprechender Punkte Ä und A', B und B', und 
0', . . . die Tangenten « und a', b und 6', c und e' . . . an den 
Kegelaehnitt. Schneiden wir hierauf cliese beiden Tangenten- 
reihen abc... und a'b'c'... beaüglich durch zwei andere Tan- 
genten 0[ und 0[', 60 erhalten wir zwei neue Punktreihen, welche 
faeaüglich au den gegebenen Punktreihen (Nr. 113) und folglich 
auch au einander projectivisch sind. 

Man nennt zwei Reihen von Tangenten an ei: 
pr oj e eti V i s ch , wenn sie von irgend einer anderen ' 
an dieselbe Curve in zwei projeetiviachen Pnnktreilien geschnitten 
werden. 

I. Nehmen wir an, es werde die erste Reihe durch die Tan- 
gente (t'j die zweite Reihe durch die Tangente a geschnitten. 
Die beiden projectivi sehen Punktreihen, welche diese Schnitte 
geben, sind perspeotiviscb, da sie den entsprechend gemeinschaft- 
lichen Punkt an' haben; also liegen die anderen Paare entspre- 
chender Punkte a' b und o &', «' c und ac'. . . auf solchen Ge- 
raden, die nach einem festen Punkte S gerichtet sind. Dieser 

") Steiner, !üo. dt., Ö. «4. S 46, lU, 
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Punkt verändert aicii nicht, wenn man awei andere Tangenten 
b' und 6 als Transversalen nimmt; denn nach dem Lehr salze von 
Brianohon müssen sich in dem umschriebenen Sechseck ah' ca'bc' 
die Verbindungslinien der Gegen ecken a'h \md ab', a' c und ac', 
h' c und bc' in demselben Punkte schneiden (Nr. 117, links). 

II. Kann man aus dem Punkte 8 Tangenten an den Kegel- 
schnitt legen, so wird jede derselben ein entsprechend ge- 
meinschaftlicher Strahl der beiden projectivi sehen Reihen 
abc. . ., a'b' c' .. . sein. 

in. Zwei projectivi sehe Reihen abc... und a'h'c'... von 
Tangenten an einen Kegelschnitt sind durch drei Paare e 
chender Geraden (a, a'), (b, b'), (c, c') bestimmt. Will r 
anderes Paar entsprechender Geraden und die < 
meinschaftlichen Geraden, wenn es solche gibt, finden, so hat 
man nur den Schnittpunkt S derjenigen Diagonalen zu eonstrui- 
ren, welche die Paare der Gegenecken des umschriebenen Sechs- 
ecks ab' ca'bc' verbinden. Die entsprechend gemeinschaftlichen 
Geraden sind die von S aus gezogenen Tangenten und irgend 
zwei andere entsprechende Geraden d und d' haben die Eigen- 
schaft, dass die Schnittpunkte a' d und ad' (oder b' d und bd', 
oder c' rf und cd' . . ,) mit S auf derselben Geraden liegen, 

IV. Eine Eeihe von Punkten A, B, . . , eines Kegelschnit- 
tes und eine Eeihe von Tangenten a, b, c... derselben Curve 
werden projectivi seh genannt, wenn der Strahlenbüschel, welcher 
ABO... aus irgend einem Punkte des Kegelschnittes projicirt, 
zu der Punktreihe, welche die Geraden a, &, c... auf einer be- 
liebigen Tangente desselben Kegelschnittes bezeichnen, projec- 
tivi seh ist. 

Eine Reihe- von Punkten A, B, 0, . . . oder von Tangenten 
«, b, c... eines Kegelschnittes wird zu einer Punktreihe oder 
einem Büschel projeotivisoh genannt, wenn diese Punktreihe oder 
dieser Büschel zu demjenigen Strahlenbüschel, welcher ABG... 
aus einem beliebigen Punkte des Kegelschnittes projicirt, oder zn 
der Pwnktreihe projectivisch ist, welche durch die Geraden a, b, 
c... auf einer beliebigen Tangente desselben Kegelschnittes be- 
zeichnet wird, 



V, Diese Definitionen angenommen, verstehen wir unter 

Gebilden der ersten Stufe nicht nur gerade Punktreihen 
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uad Büschel, sondern aucli die Eeihen von Punkten oder 
Tangenten eines Kegelschnittes *) ; wir können alsdann fol- 
genden allgemeinen Satz aufstellen; Sind zwei Gebilde der 
ersten Stufe zu einem dritten (derselben Stufe) projec- 
tiviech, so sind sie auch zu einander projectiyisoh 
{Vergl. Nr. 35). 

VI. Aus denselben Definitionen folgt auch, dasa der Lehr- 
satz -von Nr. 113, III, auf folgende Art ausgedrückt werden kann: 

Irgend eine Reihe von Tangenten an einen Kegel- 
schnitt ist zu der Reihe der Berührungspunkte projec- 
tivisch. 

VII. Zwei projeotivisohe Reihen von Kegelschnittpunkten 
mögen ABO... und A' B' C . . , , die Tangenten in diesen Punk- 
ten aber abc... und a'h'c' ... sein, Die Reihen der Tangenten 
a 6 c . . , und a'b' c' . . . sind bezüglich zu den Reihen der Berüh- 
rungspunkte ABO... und A' B'_0' . . . und darum auch au ein- 
ander projectivisch. Auf der Geraden s mögen sich die Linien- 
paare achneiden, die den Paaren AB' und A'B, A C und A'C, 
B C und B' C . . . entsprechen und nach dem Punkte S sollen 
alle die Geraden laufen, luf welchen die Punktenpaare ab' un 1 
a'b, ac' und a'c, bc' und ( ( und ihre inalogen sich behnden 
Trifft s den Kegelschnitt m zwei Punkten M und N, so müssen 
diese Punkte entsprechen! gemeinschaftliche Punkt« det Reiben 
ABO... und A' B' C . fem die Tangenten m und ii in M und 
N müssen folglich die eut'^prechend gemeinschaftlichen Strahlen 
der Reihen ahc. ,. und a b r -^em %Uo schneiden sich Iib 
Geraden m und « in S. 

VIII. Aus dem Vorhergehenden fLlgt da^'^ man die Betiath 
tung einer Reihe von Tingenten immei in die 'Stelle deijönigen 
der Berührungspunkte, und umgekehrt -setzen kann 

159. Betrachten wir statt zweier beliebigeD projectivi- 

*) Die Einführimg dieser neuen Gebilde der ersten Stofe gestattet 
nnn auch, den bisher angewandten Operationen (Sclineiden durch eine 
Gerade und Projioiren aus einem Punkte) noch zwei weitere beizufügen; 
eie bestehen darin, einen Strahl enbüschel durch einen Kegelschnitt zu 
schneiden, dei' durch das Centrum des Büschels geht und eine gerade 
pLinktreihe mit Hülfe von Tangenten eines Kegelschnittes, der den Trä- 
ger der Piinktreihc berührt, zu projicireii. 
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Kchen Büschel, wie in Nr. 157j eine Involution von Strahlen, 
die von einem Punkte ausgehen und nehmen an, dass diese 
Strahlen von einem durch gehenden Kegelschnitt in den 
Punbtenpaaren AÄ', BB', CG', .■• geschnitten werden. Pro- 
jiciren wir diese Punkte aus irgend einem andern Punkte 
Ol des Kegelschnittes. Da nach der Voraussetzung (Nr. 93 
und 94) die Büschel (A. . A' . B . C . . .) und (A' . Ä . B' . C. . .) 
projectivisch sind, so sind es auch die Büschel 0, (A.A'.B.C.) 
und 0, (A'.A.B'.C.) (Nr. 113); folglich bilden die von 0, 
ausgehenden Strahlen ebenfalls Paare einer Involution. Man 
sagt in diesem Falle; 

Die beiden projectivischen Reihen von Kegel- 
schnitt punkten ABC... und A'B'C. . . bilden eine 
Involution, oder man hat auf dem Kegelschnitte eine 
von den Paaren conjugirter Punkte A A', BB', C C. . . 
gebildete Involution*). 

I, Hat man, wie oben, eine Involution von Punkten auf 
einer Geraden o mit. einem, o berührenden, Kegelsolinitt und zieht 
man durch die Paare der conjugirten Punkte die Tangenteiipaare 
uo', bb', cc'... an den Kegelschnitt, so werden diese Tangenten 
aa', bb',... von jeder anderen Tangente an denselben Kegel- 
schnitt in Punkten einer Involution geschnitten; man wird dann 
sagen, dassaa', bb', ec' ... eine Involution von Tangen- 
ten an den Kegelschnitt ist (Vergh Nr. 158). 

II. >\enn mehieie Paare von Tangenten aa', bb', c c', . . . 
an einen Kegelschnitt eine Involution bilden, so bildon auch ihre 
Berührungspunkte A V BB', CG',... eine Involution, und um- 
gekehrt (158 Vi) 

löO. Von den sechs beliebigen Punkten A, B, C, A', B', C 
eines Kegelschnittes, die wir in Nr. 157 erhielten, soll nun C un- 
endlich nahe an A und C unendlich nahe an Ä' liegen. Dann bil- 
den die projectivischen Reihen (AB A'...) und (A'B' A...) eine 
Involution (A A' . B B'. . .) und das eingeschriebene Sechseck 
geht in diejenige Figur über, welche von dem eingeschriebenen 

*) Stautlt, Beiträge, Nr. 70 Ir. 
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Yiereck A B' Ä' B und von den Tangenten in den Gegeneckes: 
A und A' tFig. 106, 128) gebildet wird. Daiaus folgt: 




Zwei Punktenpaare (ÄA'), (B B') eines Kegel- 
schnittes bestimmen auf dieser Curve eine Invo- 
Intion. 

I. Sollen andere conjiigirte Punkte und die Doppel- 
punkte gefunden werden, so hat man nur die Gerade s zu 
constmiren , welche den Schnittpunkt von A B' und A' B 
mit dem Sehnitipunkt von AB und A'B' verbindet; d. h. 
die Verbindungslinie der Schnittpunkte der Gegenseiten des 
eingeschriebenen Vierecks AB' A'B zti ziehen. Die gemein- 
samen Punkte von s und dem Kegelschnitt sind die Doppel- 
punkte. Zwei conjugirte Punkte C und C liegen so, dass 
sich die Geraden A C und A' C {oder A C und Ä' C oder 
B C und B' C oder B' C und B C) auf s schneiden. 

IL Die Tangenten in zwei conjugirten Punkten, wie 
AA', BB', ... schneiden sich ebenfalls, immer auf der Go- 
raden s (Nr. 129). 

III. Da sich die Seitenpaare B C und B' C, C A und 
C A'. A B und A' B' in drei Punkten derselben Geraden s 
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.schneiden, so sind die Dreiecke ABC und Ä'B'C coliinear 
(14) *J, folglich laufen die Geraden A A', BB', C C in eiuem 
Punkte S zusammen. Die Geraden A Ä' und B B' genügen, 
lim diesen Punkt zu bestimmen; daraus folgt: 

Zwei beliebige conjugirte Punkte der Involu- 
tion liegen stets mit einem festen Punkte S auf 
derselben Geraden. 

Oder auch: 

Jede durch S gehende Sekante des Kegelschnit- 
tes gibt zwei conjugirte Punkte der Involution. 

IV. Wir haben gesehen, dass wenn s mit dem Kegel- 
schnitte zwei Punkte M und N gemein hat, diese Punkte die 
Doppelpunkte der Involution sind; also treffen sich auch die 
Tangenten in M und N im Punkte S. 

V. Umgekehrt, bilden die Punktenpaare, in welchen ein 
Kegelschnitt von den Strahlen eines Büschels, dessen Centrum 
S kein Punkt der Curve ist, geschnitten wird, eine Involu- 
tion. Denn, sind (A A') und (B B') die Schnittpunkte der 
Curve und zweier Strahlen, so bestimmen diese beiden Paare 
AA' und BB' eine Involution, in welcher stets zwei entspre- 
chende Punkte mit einem festen Punkte, nämlich mit S, in 
gerader Linie sind. Hat die Involution Doppelpunkte, so sind 
es die Durchschnitte des Kegelschnittes mit der Geraden s, 
welche den Schnittpunkt von AB und A'B' und denjenigen 
von A B' und A' B enthält. 

VI. Zieht man aus den verschiedenen PuDkten einer Ge- 
raden s die Tangentenpaare aa', bb', cc'... an den Kegelschnitt, 
so bilden diese Geraden eine Involution. Denn, sind AA', BB', 
CG'... die Berührungspunkte der Geraden a a', bb', cc' . .. und 
S der Schnittpunkt der Sehnen A A' und ß B', ao liegen in der 
durch die Paare A A' und B B' bestimmten Involution irgend 
zwei andere conjugirte Punkte in derselben Geraden mit S. Der 
Punkt und sein conjugirter liegen also auf einer durch S gehen- 
den Geraden und die Tangenten in diesen Punkten müssen sieb 

') Aucli die Dreiecke Ä'BG «ml AB'C, AB'C \md A'BC, ABC 
\iiid A' B' C einci coliinear. 
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auf der Geraden sohneiden, welclie dmxli die Sclinittpunkte von 
«rt' und 6&',geht, d, li. auf s; der conjugirte Punkt au C ist also 
C Damit ist gezeigt, dass AA', BB', CO' Punktenpaare einer 
Involution und dass folglich a a', b b', c c' Tangentenpaarc einer 
Involution sind (159, 11). 

VII. Sind M und N die Doppelpunkte einer Involution Ä A', 
BB', CG'... von Kegelschnittpunkten, so haben wir geaelieu, 
dass AB, A'B', MN drei Geraden sind, die in einem Punkte zu- 
sammenlaufen (ebenso verhält es sich mit A'B, AB', MN). Also 
können -wir nach dem Satze Nr. IW, V scMiessen: 

Sind AA' undBB' zwei Paare conjugirter Elemente 
und BIN die Doppelelemente einer Involution, so sind 
MN, AB und AB' (ebenso MN, AB' und A'B) drei 
Paare conjugirter Elemente einer neuen Involution. 

VIII. Die Gerade s schneidet den Kegelschnitt, wenn 
(188) der Punkt S ausserhalb liegt (Fig. 128), d. h. wenn 
das eine von den beiden Paaren A A' und B B' ganz inner- 
halb oder ganz ausserhalb des andern liegt; ist das eine 




Paar durch das andere getrennt (reicht es in das andere 
hinein), so liegt der Punkt S innerhalb und die Gerade s 
trifft den Kegelschnitt gar nicht (Fig. 129). "Wir finden also 
neuerdings die Eigenschaft (98): 

Eine Involution hat zwei Doppelelemente, wenn 
von zwei Paaren conjugirter Elemente das eine ganz 
innerhalb oder ganz ausserhalb des andern liegt. 
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Eine Involution hat keine Doppelelemente, wenn 
von zwei Paaren conjiigirter Elemente das eine das 
andere trennt. 

Es kann niemals vorkommen, dass eine eigentliche In- 
volution ein einziges Doppelelement hat. Denn, wäre s eine 
Tangente an den Kegelschnitt, so wäre S der Berührungs- 
punkt; in jedem Paar conjugirter Punkte wäre einer mit 
S zusammenfallend (Vergl. Nr. 06), 

161. Sind (MNAB...) und (MXA'B'...) zwei projec- 
tivische Reihen von Kegelschnittpunkten, so werden M und 
N die entsprechend gemeinschaftlichen Punkte sein und die 
Gerade MN wird den Schnittpunkt von AB' und A'E ent- 
halten (Nr. 157). Nehmen wir jetzt an, dass B' unendlich 
nahe an A rücke und das nämliche auch mit den Punkten 
B und A' geschehe, so dass die Grenzlagen der Geraden AB' 
und A'B die Tangenten in A und A' werden (Fig. 130). 
Sind nun aber MNAA' und MNA'A entsprechende Grup- 




pen von zwei projectivischen Reihen ^ so ist damit anch 
gesagt, dass, wenn man diese Punitte aus einem beliebigen 
Punkte des Kegelschnitts projicirt, die beiden Gruppen pro- 
jicirender Strahlen mnaa' und mna'a projectivisch sind; 
also ist die Gruppe mnaa' harmonisch (65). So gelangen 
wir neuerdings zu dem Lehrsatze von Nr. 152, II (rechts): 

Sind vier Punkte MN A A' eines Kegelschnittes 
harmonisch, so r c li n e i d e n sich die Tangenten in 
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zwei conjiigii-teii Punkten, z. B. A und A' auf der 
Verbindinigslinie der beiden andern, Oder {152, II, 
links) : 

Sind vier Tangenten eines Kegelschnittes hav- 
raoiiisch, so schneiden sich zwei conjugirte Tangen- 
ten auf der Verbindungslinie der Berührungspunkte 
der beiden andern. 

Daraus folgt: Zieht man durch den Schnittpunkt 8 der 
Tangenten in M und N gerade Linien, welche den Kegel- 
schnitt in (Ä, A'), (B, B'), (C, C) . ■ ■ durchschneiden, so sind 
alle diese Punktenpaare durch M und N harmonisch getrennt. 
Die Tangentenpaare in A und A', B und B', C und C, . , . 
schneiden sich also auf der Geraden M N. 

Mit andern "Worten: 

Zieht man aus einem Punkte zwei Tangenten 
und eine Sekante an einen Kegelschnitt, so bilden 
■die beiden Berührungspunkte und die beiden Schnitt- 
punkte eine harmonische Gruppe. 

Die Punkte (AA'}, (BB'), (CG')... bilden eine Involu- 
tion, deren Doppelpunkte M und N sind (160, III, IV). Wir 
kommen also neuerdings zu der Eigenschaft: wenn eine In- 




volution zwei Doppelelemente hat, so sind sie durch zwei be- 
liebige conjugirte Elemente hai'monisch getrennt (96). 

Nebmen wir uuii an, der Kegelschnitt sei ein Kreis (Fig. 131). 
Die ähnliehen Dreiecke SAM und SMA' geben: 

A M : M A' ^ S M : S A' 
und die ähnlicben Dreiecke S A iJl und S X A' ; 

A N ; N A' = S Is' : S A' ; 
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da aber S M t= 8 N", so wird 

AM _ A'M 
AN" ~ Ä'W 
oder 

A M . Ä' N = A N . A' M. 
In dem eingeachriebeiien Viereck AM A'M" halien wir nach 
■dem Ptolemäisclien Satze *) ; 

A A' . M tr = A M . A' N -u A >.' . A' M; 
sind also die vier Eckpunkte des Sehnen Vierecks harmonische 
Punkte, so hat man 

I AA'.MN = AM. A'K = ÄN'. A'M. 

162. Die in Nr. 157 ff. behandelten Eigenschaften dienen 
■unmittelbar zur Lösung der Aufgabe: 

Die entsprechend gemeinsehaftlichen Elemente von 
zwei aufeinander liegenden proj ectiviachen Gebilden 
und die Doppelelemente einer Involution zuoonstruiren. 

I. sei der gemeinsame Mittelpunkt von zwei projectivi- 

schen Büscheln, die durch drei Paare entsprechender Strahlen 

bestimmt sind (Pig. 182). Wir beschreiben durch einen Kreis; 

■dieser wird die drei Paare der gegebenen Strahlen in (A, A'), 

Fig. 133. 




'(B| B') und (C, C) schneiden. U sei der Schnittpunkt der Ge- 
raden A B' und A' B und Q der Schnittpunkt von A C und A' C. 
Schneidet QE den Kreis in zwei Punkten M und N, so werden 
O M und O N" die gesuchten entsprechend gemeinschaftlichen 
Strahlen sein, 

n. A A', B B', C C mögen drei Paare entsprechender Punkte 

") Baltzer, Planimetrie, S. 119. 
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von zwei aufeinander liegenden projectiviscliea Pnnktreilien aut 
einer Geraden o sein (Fig. 133^); es sollen die entsprechend ge- 
rn eins cJiaftliohen Punkte oonatrnirt werden. 
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Man besclireibe einen Kreiä, der die Gerade o beriüirt und 
ziehe daran ans den gegebenen Punkten die Tangenten aa,', bb', 
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cc'; die VerbindnngssHnie der Punkte a i' und a' b seif, diejenige 
der Punkte a c' und a' c sei q. Liegt der Punkt q r ausserhalb 
des Kreiaee und aind m und n die Tangenten aua diesem Punkte 
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an den Kreis , so werden o m und o n die entaprecliend gemein- 
schaftliclien Punkte der gegebenen Punktreihen sein. 

Oder auch (Fig. 133.^): 

Wir projiciren aus einem Punkte einea beliebig gezeich- 
neten Kreises die gegebenen Punkte in Ä, Ä,', B, B,' 0, 0,' der 
Peripherie. K sei der Schnittpunkt von A[ B/ und Aj'Bj und 
Q derjenige von AjC]' und Aj'C, (oder auch P der Schnittpunkt 
von B|G,' und B,'C|). 

Schneidet die Gerade P Q ß den Kreis in zwei Punkten Mj 
und ÜSr, und projicirt man diese zwei Punkte aus dem f*unkte 
in M und N auf der gegebenen Geraden, so werden M und W 
die gesuchten entsprechend gemeinschaftlichen Punkte sein ^). 

III. Sind die beiden Büschel 162, I involutorisch, so werden 
sie durch zwei Paare conjugirter Strahlen bestimmt (Fig. 134). 
Wir legen durch einen beliebigen Kreis, der die gege- 
benen Strahlen in den Punkten (A, A'), (B, B') schneide, ß 
sei der Schnittpunkt von AB' und A'B und Q derjenige von 
Fig. lai. 




AB und A'B'. Schneidet die Gerade QE den Kreis in zwei 
Punkten M tmtk N, so werden OM und ON die Doppels trahlcn 
der Involution sein. Die Gerade QR schneidet den Kreis nicht, 
wenn der Schnittpunkt S von A A' und B B' im Innern des 
Kreises liegt. 

IV. ^an sucht die Doppelpunkte einor Involutio.n 
von Punkten einer Geraden; zwei Paare conjugirter 
Punkte seien AA' und BB' (Fig. 135,). 

Aus einem Punkte eines beliebig gezeichneten Kreises 






B und 174. S 17 



I 43. 
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projioireH wir die gegebenen Punkto in Aj A[', B, B,' auf der 
Periplierie. R sei der Sclmittpunkt von Ai B,' und A,'B,; Q 
sei cter Schnittpiinkt von A, B, und A['Bi'. Schneidet die Ge- 

Fig. «S,. 




rade QE den Kreis in Mj und N, und projioirt maa M, und N, 
aue dem Punkte nach M und W auf der gegebenen Geraden, 
so werden M und N die verlangten Doppelpunkte sein, 
Oder auch; 



Wir legen einen berührenden Ereis 
{Pig. ISöj) und ziehen aus AA' und ' 
und b b' an diesen Kreis. 




AB. 



der Punkte a b 



und a' b' sei q, die Verbindungslinie der Punkte ab' und a' b sei 
r. Die Tangenten m und n aus dem Punkte qr werden AB... 
in den verlangten Doppelpunkten schneiden. 

163. Wenn in dem Fall (162, in) der Involution der 
Sehnittpunlct 8 der Geraden A A', BB',.. Mittelpunkt des 
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Kreises ist (Fig. 136), d. h. wenn AA', BB',. .. eben so viele 
Durchmesser des Kreises sind, so wird jeder Strahl A, 
OB.... auf dem conjugirten Strahl senkrecht, stehen , mit 




andern Worten: die Involution ist in diesem Falle von allen 
den rechten Winkeln gebildet, welche ihren Scheitel in 
haben. 

Ist aber S nicht Mittelpunkt des Kreises, so wird ein 
einziger Durchmesser durch diesen Punkt geben; sind die 
Endpunkte dieses Durchmessers C und C, so werden die 
Strahlen C und C aufeinander senkrecht stehen und awar 
werden dieses die einzigen conjugirten Strahlen sein, welche 
diese Eigenschaft besitzen (Fig. 137). Oder auch: 

Eine Involution von Strahlen ist entweder aus- 
schliesslich von rechten Winkeln gebildet oder sie 




enthält nur einen rechten Winkel, dessen Schenkel 
conjugirte Strahlen sind. 

164. Dieser Lehrsatz ist nur ein besonderer Fall des 
folgenden: 

Angenommen, wir haben zwei verschiedene Involutionen 
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von Strahlen, die alle im Punkte zusammeiiliiuien und ein 
durch beschriebener Kreis schneide die eonjugirten Strali- 
len der ersten Involution in den Punlitenpaaren {AA' .BE'. ,.) 
und diejenigen der zweiten in (G G' . HH'. . .). Der Schnitt- 
punkt von AÄ' und BB' sei S und derjenige von GG' und 
HH'. .. sei T. Schneidet die Gerade ST den Kreis in zwei 
Punkten E und E', so werden diese in beiden Involutionen 
conjugirte Punkte sein, denn sie liegen sowohl mit S als mit 
T auf derselben Geraden. Suchen wir jetzt die Fälle auf, 
in welchen die Gerade S T den Kreis schneiden wird. 

Dieses Schneiden wird zunächst stattfinden, wenn wenig- 
stens einer der Punkte S und T im Innern des Kreises ist 
(160, VIII), d. h. wenn wenigstens eine der Involutionen keine 
Doppelelemente hat (Fig. 138 und 139). 

Sind beide Punkte S und T ausserhalb des Kreises, d, h. 
besitzen beide Involutionen Doppelelemente und sind JU 





und N diese Elemente in der ersten Involution und U 
und OV in der zweiten, so müssen die Slrahlen OE und 
OE' sowohl das Paar GM und ON als auch das Paar QU 
und V harmonisch trennen; damit aber (56) ein Elementen- 
paar OE und OE' vorhanden sei, welches mit jedem der 
Paare GM und ON, OU und V eine harmonische Gruppe 
bilde, ist es nothwendig xmA hinreichend, 'dass sich diese 
beiden Paare nicht theilweise decken; oder: 

Zwei aufeinander liegende Involutionen (oder 
solche, die in demselben Gebilde der ersten Stufe enthalten 
sind) haben immer ein gemeinsames Paar conjugir- 
ter Elemente, nur in den Fällen nicht, wo die In- 
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Yoiiitioneü Doppelelemeiite haben und wo die Dop- 
pel elemeiite der einen Involution durcli diejenigen 
der andern getrennt sind. 

Die Fig. 140 (ebenso die Pig. 138 und 139) zeigt uns den 
Fall von zwei Involutionen mit einem gemeinsehaftliolieii Paar 
ooßjugirter Elemente E und E'. 




Die Fig, 141 dagegen illustrirt den Fall, wo dieses gemein- 
echaftliobe Paar niebt vorhanden ist. 

I. Die vorhergehende Aiifgabe, mit welcher in zwei aufein- 
ander liegenden Involutionen das gemeiaschaftliche Paav conjn- 




girter Elemente constrairt wurde, kommt auf folgende zurück: 
in einer Panktreihe, einem Büachel oder auf einem Kegelschnitt 
awei Elemente zu bestimmen, welche mit jedem von zwei gege- 
benen Paaren ein hannonisches System bilden (56). 
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Handelt es sieh z. B. um Punkte einer Geraden, so pi'ojieiren 
wir die gegebenen Paare aus einem Punkte auf einen Kreis, 
der durch diesen Punkt geht. M, N und ü, V sollen diese Pro- 
jectionen sein (Fig. 140). Die Tangenten in M und N an den 
Kreis schneiden sich in 8, die Tangenten ia U und V schneiden 
sieh in T. Ist das Paar M N nicht durch das Paar U V geti-ennt, 
so wird S T den Kreis in zwei Punkten E und E' schneiden, deren 
Projectionen aus die verlangten Punkte sind. 

II. Die Doppelpunkte der durch die Paare A Ä' und B B' 
bestimmten Involution bilden das gemeinschaftliche Paar conju- 
girter Elemente von awei andern Involutionen: die eine ist durch 
die Paare AB und Ä'B', die andere durch die Paare AB' und 
A'B bestimmt (160, VII)- 

Daraus ergibt sich eine Construction der Doppelpunkte der 
Involution, welche durch die Punktenpaare AA' und BB' einer 
Geraden bestimmt ist. Nehmen wir einen beliebigen Punkt Q 
ausserhalb der Linie und beschreiben die Kreise GAB und GA'B', 
so werden sie einen zweiten Schnittpunkt H haben. Der aweite 
Schnittpunkt der Kreise GAB' und GA'B sei K. Jeder durch 
die Punkte G und H gezogene Kreis trifft die gegebene Gerade 
in zwei conjugirten Punkten der Involution AB . A'B' (98); 
ebenso gibt jeder durch GK gezogene Kreis zwei conjugirte 
Punkte der Involution AB'. A'B. Zieht man also den Kreis 
GHK und trifft derselbe die gegebene Gerade, so werden die 
beiden Schnittpunkte die Doppel demente der Involution A A' . E B' 



165. Aus dem Vorhergehenden folgt, dasa die Bestimmung 
der entsprechend gemeinschaftlichen Punkte zweier projectiviachei' 
Reihen ^cn Kege Schnittpunkten ABC... und A'B'C... (und 
folglich dei entspi erbend gemeinschaftlichen Elemente von awei 
beliebigen aufemandei liegenden projectiviachen Gebilden) auf die 
Construction dci Geiaden s herauskommt, auf welcher sich die 
Linienpaaie AB und A'B, AC und A'O, B C und B'C,... 
schneiden, Ebenso kommt die Bestimmung der Doppelpunkte 
einer Involution Ä A', B ß' , . , auf die Construction der Geraden 
s heraus, auf welcher sich die Linienpaare AB und A'B', AB' 
und A' B, , . . oder die Tangentenpaare in A und A', B und B'. . . 
schneiden. 

'■'') Ghasles, Geometrie superieure, Kr. 263. 
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Gibt man, umgekekit, eine Ijeliebige Geiade < (die nicht Tan- 
gente an den Kegel&clmitt ist), so ist mit ihr eine Involution von 
Kegelschnittpunkten bestimmt, denn man hat nui aus den ver- 
schiedenen Punkten \on •. die Tan^enteiipaaie an den Kegelschnitt 
zu legen, so bilden deien Beiuhiungspunkte die Paarö conjugirter 
Punkte. 

Sollen aber zwei projectivische Reihen ABC... und A'B'C... 
m, so musa ausser der Geraden s ein Paar ent- 
r Punkte AA' gegeben sein; jeder Funkt von s gibt, 
mit A und A' verbunden, zwei Geraden, welche den Kegelschnitt 
in zwei entsprechenden Punkten B' und B treffen. 

Zwei projectivische Eeihen von Punkten bestimmen eine In- 
volution; die beiden Reihen geben nämlich die Gerade s, welche 
die Involution bestimmt, Haben die beiden Reihen zwei ent- 
sprechend gemeinsehaftliehe Punkte, so sind diese Punkte auch 
die Doppelpunkte der Involution, 



§ 19. Äufgalien des zweiten Grades. 

. Aufgabe. Fünf Punkte 1 Pünf Tangenten o, o', a, 
', A, B, C eines Kegel- | eines Kegelschnittes sind { 




•ictinittHS bind ^egth n; man soll 1 ben; man 
lie ^^,hn ttpnnktr dieser Curve | suchen, die 



die Tangenten 
n aus einem ge- 
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mit einer gegebenen Geraden s 
bestimmen. 

Auflösung. Aus und 0' 
projiciren ■wir (E^. 142) die iAbri- 
gen Punkte A, B und C des 
Kegelschnittes ; die Bllscliel 
0(ABG...) und 0' (ABC.) 
sind projecti via eil und schneiden 
die Transversale s in Punkten, 
die awei aufeinander liegende 
projecti vi sehe Punktreihen bil- 

l8t M ein entspreeliend ge- 
msinschaftlicher Punkt dieser 
Punktreihen, so wird M auch 
ein Punkt des Kegelschnittes 
sein, denn zwei entsprechende 
Strahlen der beiden Büschel 
schneiden sichinM. Die Schnitt- 
punkte des Kegelschnittes und 
der GerEiden s sind also nichts 
anderes als die entsprechend 
gemeinschaftlichen Punkte der 
beiden aufeinander liegenden 
Punktreihen, welche im Durch- 
schnitt der Geraden s mit den 
drei Paaren entsprechender 
Strahlen OA und O'Ä, OB und 
O'B, 00 und O'C liegen. Mög 
licherweise gibt es awei entspre 
chend gemeinschaftliche Punkte 
oder einen einzigen oder gl 
keinen; die Gerade s kann also 
den Kegelschnitt in zwei Punk 
ten treffen oder ihn in einem 
Punkte berühren oder gar nicht 
mit ihm zusammentreffen. Was 

nun die Constniction der ent 
gemeins chaf tlich e 



gebenen Punkte S an den Kegel- 
schnitt legen kann. 

Schneidet man die Tangenten 
a, 6, c... durch die Geraden 
0, o' (Fig. 14S), so sind die 
Punktreihen o (ß, 6, c,...) und 
o' (a, b, c,...) projeetivisch and 
projicirt man sie aus dem Oen- 
trum S, so erhält man zwei con- 
centrisohe projectivische Strah- 
len büschel. 

Ist m ein entsprechend ge- 
meinschaftlicher Strahl dieser 
Büschel, so wird m eine Tan- 
gente an den Kegelschnitt sein, 
denn zwei entsprechende Punkte 
der beiden Punktreihen o und 
o' fallen auf diese Gerade in. 
Die durch S gehenden Tangen- 
ten des Kegelschnittes sind also 
nichts anderes als entsprechend 
gemeinschaftliche Strahlen der 
beiden concentrischen Strahlen- 
hüschel, die durch diejenigen 
Strahlen bestimmt sind, welche 
die drei Paare entsprechender 
Punkte oa und o' a, ob und 
b o docasden Gen 

trum S ].roj c re M gl che 
ve se gbteazve entaf echenl 
gpmenschaftbche Stiahlea ole 
n e na ge olei gii ke neu 
ma kann also au'! lern P nkte 
S entwede z ve Tangenten a e 
hen oler b st em P nkt de 
Gsrve oder man ka i aut, b 
g^r 1 e ne Tangent z ehen W s 
un 1 <" st t o I e tsj 
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Punkte anbetrifft, so 
wir auf Nr. 162, II. 



Die Aufgabe wird ebenso ge- 
löst, weBn vier Punkte 0, 0', 
A uad B des Kegels clinittes und 
die Tangente o in oder drei 
Punkte 0, 0' und A und die 
Tangenten o und o' in und 
0' gegeben sind. Im ersten die- 
ser Pulle sind die Büsobel durch 
die drei Strablenpaare o und 
O'O, OA und O'A, OB und 
O' B, im zweiten Fall durch die 
drei Paare o und 0' 0, 0' und 
o\ Ä und A be-^timmt 

Gibt man aber funt Tangen- 
ten odei Mei Tangenten und 
einen ihiei Beiuhrungsj. unkte 
oder drei Tangenten und zwei 
ihrer Beiubinngspunkte, bo 
kann man zuerst die übrigen 
Berühr ungspunkte cunstiuiien 
(134, 140, lÜ) dann kommt 
die Aufgabe auf einen der obi 
gen Fälle zurück 




ehend gemeinschaftlichen Strah- 
len anbetrifft, so verweisen -wir 
auf Nr. 162. 

Die Aufgabe wird ebenso ge- 
lost, wenn vier Tangenten o, o\ 
a und h des Kegelschnittes und 
der Berührungspunkt von o 
oder drei Tangenten o, o', a und 
die Beiührungspunkie und 0' 
von ö und o' gegeben sind. Im 
ersten dies er Palle sind die Punkt- 
reihen durch die drei Punkten^ 
paare O und q'o, oa und o'a 
ob und o'b, im aweiten FalJ 
durch die drei Paare und o' ü, 
oo' und 0', a und o'o 
stimmt. 

Gibt man aber fünf Punkte 
oder vier Punkte und die Tan- 
gente in einem derselben oder 
diei Punkte und die Tangenten 
in zweien derselben, so kann 
man zuerst (128, 134, 138) die 
Tangenten in den übrigen ge- 
gebenen Punkten construiren; 
dann kommt die Aufgabe auf 
einen der obigen Fälle zurück. 

m dei Construction der vorhergehenden 
^ei dei K.egelsohnitt eine Hyperbel und 



die Transversale s eine Asymptote (Fig. 144). In diesem Falle 
werden die auf s durch die Büschel (A,B, 0, .,.) i.mdO'(A,B, C,...) 
L. CrenjOTis, Elem, d. pvojeot. Goomotvie. 13 
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bezeielineten aufeinander liegenden Punktreihen einen entsprechencl 
gemein sohaftliohen Punkt haben und dieser wird unendlich ferne 
liegen (es ist der Berührungspunkt der Hyperbel und der Asym- 
ptote s); da aber in zwei aufeinander liegenden Punktreihen (77), 
deren entsprechend gemeinschaftliolie Punkte in einen einzigen 
unendlich fernen zusammenfallen, die zwischen zwei beliebigen 
entsprechenden Punkten liegende Strecke von constanter Länge 
ist, so ergibt sich der Satz: 

Drehen sich um zwei feste Punkte und 0' einer 
Hyperbel zwei Strahlen, die sich stets auf der Curve 
achneiden, so hat die awisohen diesen Strahlen liegende 
Strecke PP' auf einer Asymptote eine conatante Länge *). 

168. Nimmt man in Nr. 166 links an, es sei die Gerade s 
unendlich ferne, so wird die Aufgabe zur folgenden: 

Fünf Punkte 0, 0', A, B, eines Kegelschnittes 
sind gegeben; man soll die unendlich fernen Punkte 
bestimmen (Pig. 145). 

Betrachten wir wieder die projectivischen Büschel ( A, B, 0, . . .) 




und 0' (A, E, C J, welche auf der unendlich ifinen Geraden 
s zwei aufeinandei liegende PunktiPihen bezeifhnen, deien ent- 
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sprechend geineiuscliaftliche Punkte die verlangten Punkte sind 
und beachten wir, daaa jeder dieser entsprechend gemeinschaft- 
lichen Punkte sowohl auf der unendlich fernen Ueraden s als auf 
zwei entsprechenden Strahlen der beiden Büschel liegen muss, 
diese Strahlen also parallel sind, so vereinfacht sieb, die Auf- 
gabe dahin, in den beiden Büscheln die Paare der parallelen ent- 
sprechenden Strahlen zu finden. 

Zur Auilösung ziehen wir durch die Geraden A', OB', 
C resp. parallel O'A, 0' B und 0' Cj nun constmiren wir 
(162) die entsprechend gemeinschaftliehen Strahlen der beiden 
coneentriachen Büschel, welche durch die Paare OA nnd OA', 
OB nnd B', C und C bestimmt sind. Gibt es zwei ent- 
sprechend gemein sebaftliche Strahlen M und N, so ist der 
durch die fünf gegebenen Punkte bestimmte Kegelschnitt eine 
Hyperbel, deren unendlich ferne Punkte auf den Eichtungen GM 
und N liegen oder, was auf dasselbe herauskommt, deren Asym- 
ptiOten den Geraden M und N parallel sind. 

Gibt es nur einen einzigen entsprechend gemeinschaftlichen 
Strahl GM, so ist der durch die fünf gegebenen Punkte be- 
stimmte Kegelschnitt eine Parabel, deren unendlich ferner Punkt 
in der Eichtung M liegt. 

Gibt es gar keinen entsprechend gemeinschaftlichen Strahl, 
so ist der durch die fünf gegebenen Punkte bestimmte Kegel- 
schnitt eine Ellipse, weil er mit der unendlich fernen Geraden 
keinen Punkt gemein hat. 

Will man im ersten Fall (Fig. 145) die Asymptoten der Hy- 
perbel selbst constmiren, so betrachte man letztere nur, als sei sie 
durch die beiden unecdlich fernen Punkte und drei andere Punkte, 
z. B. Ä, B, C bestimmt; man nehme mit andern Worten an, die 
Hyperbel werde durch die beiden projecti vischen Büschel er- 
zeugt, in denen die einen Strahlen parallel OM, die andern pa- 
rallel ON sind und von denen zwei entsprechende durch A, zwei 
andere entsprechende durch B und die letzten zwei durch 
gehen. Diejenigen Strahlen dieser Büschel, welche der unendlich 
fernen Geraden (der Verbindungslinie der Centren der Büschel) 
entsprechen, werden die verlangten Asymptoten sein. 

Nennen wir also (Fig. 145) a, b, c die durch A, B, C gehenden 
Strahlen, die parallel OM sind und a', b', c' die durch A, B, C 
gehenden und N parallelen Strahlen; verbinden wir dann Punkt 
ab' mit a' h und Punkt b c' mit Punkt b' c; der Schnittpunkt 
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dieser Linien sei K, Die durch, den Punkt K gezogenen Paral- 
lelen zu M und N sind die gesuchten Asymptoten, 

169, Die Aufgabe: „Durch einen Punkt S die Tangenten 
an den Kegelschnitt zu legen, von welchem fünf Punkte 
A, B, 0, D, B gegeben sind," kann ebenfalls an die Aufgabe 
von Nr. 166 links geknüpft werden, indem man die Eigenschaften 
der Involution benützt (Nr. 160), welche man erhält, indem mau 
den Kegelschnitt durch Transversalen aus dem Punkte S achneidet. 

Ziehen wir die Geraden S A und S B (Fig. 146), welche den 
Kegelsckuitt in zwei neuen Punkten A' und B' treffen, die man 




construiren kann (nur mit HUlfe des Lineals und ohne die Curve 
zu ziehen), indem man den Paacal'schen Satz (Nr. 124, rechts) 




anwendet. Die Punkte A' und B' wurden in der Figur mit Hülfe 
der Sechsecke ADCBEA' und BEGÄBE' construirt. Ver- 
binden wir jetzt den Schnittpunkt von A B und A' B' mit dem- 
jenigen von AB' und A'B, so wird diese Gerade s {160} die Be^ 



y Google 



% lli, Aulgatien des zweilen Grades. 



197 



rfthrungsp unkte der von S auagehenöea Tangenten enthalten. 
Die Präge vereinfaclit sich also dahin, die Durchachnittsp unkte 
des Kegelschnittes und der Geraden s au finden (Nr, 166, links). 

"Wir überlassen dem Studirenden die Mühe, die verwandte 
Construction (Fig. 147) au machen, um folgende Aufgabe auf die- 
jenige von Kr. 166 rechts zurückzuführen: 

Die Schnittpunkte einer gegebenen Geranien s und eines Kegel- 
schnittes au finden, der durch fünf gegebene Tangenten be- 
stimmt ist. 



170. Aufgabe. Einen Ko- 
gelschnitt au construiren, 
der durch vier gegebene 
Punkte Q, E, S, T geht und 
eine gegebene Gerade s (die 
durch keinen der gegebe- 
nen Punkte geht) berührt. 

Auflösung. Die Seiten QT, 
RS, QR, ST des Vierecks 
QEST schneiden « in A, A', 
B, B' (Fig. 148); wir construiren 
die Doppelpunkte der durch die 
Paare A A', B B' bestimmton 
Involution (Kr, 143). 



Einon Kegelschnitt zu 
construiren, der vier gege- 
bene Geraden 5, r, s, / be- 
rührt und durch einen ge- 
gebenen Punkt S geht (der 
auf keiner der gegebenen 
G.raden li.gt). 

Auflösung. Aus dem Oen- 
trura 8 projiciren wir die Punkte 
gl, rs, qr, st des Vierseits qrsl 
mit Hülfe der Strahlen a, a', 
b, b' (Fig. 149) und construiren 
die Doppelstrahlen der durch 
die Paare a a\ h b' bestimmten 
Involution. 




Gibt es 

31 und N, so wird joder der- 
selben (Nr. 145 links) 



Gibt es zwei I 
und n, so wird jeder dersel- 
ben (Nr. 145 rechts) in 8 Tan- 



f mit einem | gente an den dem Vierseit qr. 
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der um das Viereck Q E S T be- 
schriebenen Kegelschnitte sein; 
die Aufgabe ist also mit jedem 
der Kegelschnitte QESTM und 
QESTN gelöst, die man beide 
punktweise mit Hülfe des Pas- 
cal'schen Satzes (Nr. 124 rechts) 
verzeichnen kann, 

GHbt es aber keine Doppel- 
punkte, so gibt es auch keine 
Kegels chnitt a , die den gegebe- 
nen Bedingungen genügen. 






Kegelschnitt 
sein; die Aufgabe ist also mit 
jedem der Kegelschnitte qrstm 
und qrstn gelöst, die man beide 
mit Hülfe weiterer Tangenten 
und mit Anwendung des Satzes 
von Brianchon (St. 124 links) 
zeichnen kann. 

Gibt es keine Doppelstrahlen, 
so gibt es auch keine Kegel- 
sclinitte, die den gegebenen Be- 
dingungen genügen. 
1. Nimmt man (in voriger Aufgabe links) an, es sei die Ge- 
s unendlich ferne, so wird die Aufgabe zur folgenden: Eine 
reu, die durch vier Punkte Q, E, S, 
ibigen Centrum O (Fig. 160) ziehen wir die 
iglich parallel den Geraden QT, RS, QE, 



Parabel zu constri: 
T geht. Aus einem ht 
Strahlen a, a', b, b' bt 




S T und constniiren die Doppelstrahlen der durch die Paare a a\ 
bh' bestimmten Involution. Ergeben sich Doppelstrahlen, so 
zeigt jeder von ihnen die Richtung an, in welcher der unendlich 
ferne Punkt einer Parabel liegt, die durch die vier gegebenen 
Punkte geht; so wird die Aufgabe auf die letzte von Nr. 128 
zurückgeführt. 

Durch vier gegebene Punkte können also entweder zwei oder 
gar keine Parabeln gelegt werden; im ersten Fall sind die übri- 
gen umschriebenen Kegelschnitte Ellipsen und Hyperbeln; im 
zweiten Pall sind es nur Hyperbeln. Der erste Pall tritt ein, 
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wenn jeder dar vier Pankte ausserhalb des von den drei andern 
gebildeten Dreiecks liegt; man hat aber den zweiten Tall, wenn 
einer der vier Punkte im Innern des von den drei andern ge- 
bildeten Dreiecks ist. 

II. Ist in der Aufgabe rechte eine der Geraden qrsi in un- 
endlicher Feme, so wird die Aufgabe zur folgenden: 

Eine Parabel au eonstruiren, welche drei gegebene Geraden 
berührt und durch einen gegebenen Pnnkt geht. 



171. Aufgabe. Einen Ke- 
gelschnitt zu eonstruiren, 
der durch drei gegebene 
Punkte P, P; P" geht und 
zwei gegebene Geraden q 
und s (die durch keinen der 
Punkte P, P', P" gehen) 



Einen Kegelschnitt zu 
eonstruiren, der drei gege- 
bene Geraden p, )/, p" be- 
rührt und durch zwei ge- 
gebene Punkte Q und S geht 
(die nicht auf den gegebe- 
nen Geraden liegen). 




Die Auflöaung ist auf den 
Nr. 149 links gestützt. Stellen 
wir uns vor, der Kegelschnitt 
und das Tangentenpaar q und s 
werden von der Transversalen 
PP' in den Punktenpaaren PP' 
und B B' (Fig. 151) geschnitten. 
Sind dann A und Ai die Dop- 
pelpunkte der durch diese beiden 
Punkten paare bestimmton In- 



Die Auflösung ist auf den Satz 
Nr. 149 rechts gestiizt. Stellen 
wir uns vor, man habe aus dem 
Punkte p p' die Tangenten p 
und p' an den Kegelschnitt 
und die Strahlen & und b' nach 
den Punkten Q und S gelegt 
(Fig. 152). Sind dann a a, die 
Doppelstrahlen der durch die 
beiden Paare p p' und b h' be- 
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volution, so musa nach jenem 
Lehrsätze die Berührwngssetiiie 
des Kegelschnittes und der Tan- 
genten g, » durch einen dieser 
Punkte gehen. Wiederholen wir 
denselben Schluss für die Trans- 
versale PP", -welche q und s in 
D und D" schneidet, d. h. con- 
struiren wir anch die Doppel- 
punkte und 0] der durch die 
Paare PP" und DD" baatimm- 
ten Involution, so wird die Be- 
rühr ungs sehne durch C oder 
durch Cj gehen müssen. Die 
Aufgabe lässt also vier Auf- 
lösungen zu, d, h, wenn die bei- 
den Involutionen {PP'. B B') und 
(PF'. DD") die Doppelpunkte 
(A, A,) und (C, Ol) besitzen, 
so gibt ea vier Kegelschnitte, 
die den gegebenen Bedingungen 
entsprechen. Die Berührungs- 
sehnen dieser Curven mit den 
Tangenten q und s sind A 0, 
A^ C, A 0) und Aj C) . Von jedem 
dieser Kegelschnitte kennt man 
fünf Punkte: P, P', P" und vom 
ersten z. B. die Schnittpunkte 
von A C mit q und s; man kann 
sie also mit Hülfe des Pascal- 
scheu Satzes (Nr. 124, rechts) 
punktweise verzeichnen, 



Involution, so muss 
nach jenem Lehrsatze der Schnitt- 
punkt der Tangenten in den 
Punkten Q und S des Kegel- 
schnittes auf einem dieser Strah- 
len liegen Wiederholen wir 
denselben Schluss fui len Punkt 
pp'\ aus welchem wii die Strah- 
len d und d nach den Punkten 
Q und S ziehen d h construi- 
ren wir auch die Dn| peHtrahlen 
c und C] der durch die Paare 
pp" und dd" bestimmten In- 
volution, so wird der Tangenten- 
schnittpunkt auf e oder C| fallen. 
Die Aufgabe las st also vier Auf- 
lösungen zu, d. h. besitzen die 
beiden Involutionen {p p' . b h') 
und {pp" .dd") die Doppel- 
strahlen (aöi) und (ccj), so gibt 
es vier Kegelschnitte, die den 
gegebenen Bedingungen ent- 
sprechen. Die Schnittpunkte der 
Taugenten in Q und S sind für 
diese Curven ac, kj c, ac^, a^Cy 
Von jeder dieser Curven kennt 
man fünf Tangenten , von der 
ersten z, B. p, p', p" und die Ge- 
raden, welche o c mit Q und S 
verbinden; man kann sie also 
mit Hülfe weiterer Tangenten 
und Benützung des Lehrsatzes 
von Brianchoü (Nr. 124 links) 
verzeichnen. 



173. Aufgabe. Ein Polygon zu construiren, dessen 
Eckpunkte auf gegebene Gerade fallen und dessen Sei- 
ten durch gegebene Punkte gehen *). 

") Poncelet, loc. cit., S. 345, 
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E kj 



tt l 



f U 



d d 



aus l n 



A g f 



ntw k 1 

V tu construireu, 
f 1 g g Ijeuen Geraden 
« 12 34, 41 durch 

P kt & S & S h Wir projioiren 
m '^ij d t) 1 ! g g wähl P nkte A, , B,^ 
Cj . , . von «I auf s^ in Aj, Bj, C, ..., dann projiciren wir aus 
dem Oentrum S^jj die Punktreihe A;; B^ Cj auf % in A3 Bg Cj . . ,; 
wir projiciren weiter ans S34 die Punkte A3 BgO^ .. . iiiA4B40j,.. 
auf S4 ; endlich projiciren wir auch ans S4] die Punkte A4 B4 C4 . . . 
in ABO... auf s,. Bei dieser Constrnetion sind die Punkte 
S|5, 8^3, S34, 841 die Oentren von vier projeetivischen Büscheln; 
denn der erste ist perspectivisch zum zweiten (der gemeinsame 
Schnitt ist s^), ebenso der aweite zum dritten (der 5 
rig. m. 




bchnitt i&t S3) und dci di itte zum vierten (der gemeinsame Schnitt 
ist '4) ßaians folgt (114), dass der Ort des Schnittpunktes 
zweier entspiechendei btrahlon (wie Äj Aj und A4A) des ersten 
und "V leiten Bnschels odci mit andern Worten, der Ort des ersten 
Eckpunktes desjenigen ^ ariabeln Vierseita, dessen zweiter, dritter 
und viertel Eckpunkt (A^, A3, A4) auf drei gegebenen Geraden 
{1,2, '-äi ^i) hingleiten und dessen Seiten (Aj Äj, A^Ä^, Ag Aj, 
A4A1 durch ^ler gegebene Punkte (S,^, S.^j, S34, 841) gehen, ein 
Kegelschnitt iBt*i 

") Diesen Salz: „Verändert sich ein einfaches Polygon in der Weise, 
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ßiesGi Kegel&chnitt geht Juioh Jie Punkte Sj^ und 8^,, die 
Centien dei ilm ei.ieugeiideii Büschel, um ihn also zu bestimmen, 
hat man uui noch dxei Meiteiö Punkte desselben nöthig; d, h, 
63 genügen die Schnittpunkte dei drei Paare entsprechender 
fatrahlen AjAj und AjA ß|B, und B,B, Ci C^ und G^ C. Man 
hat dann nur noch die Durchschnitte der Geraden Sj mit dem 
durch diese fünf Punkte bestimmten Kegelschnitte (166) zu con- 
struiren, so kann jeder dieser Durchs chnittspunkte M, N als 
erster Eckpunkt des geauchten Vierscits genommen werden. 

Dieselbe Oonstruction kann aus einem anderen Gesichtspunkte 
betrachtet werden. Die gebrochenen Linien Aj A^ A3 A4 Ä, 
B, Bj B3 B4 B und G^ C^ C3 C4 G können als Versuche angesehen 
werden, die gemacht worden sind, um da'^ gebuchte Yierseit au 
construiren; diese Vorsuche ergeben nicht geschlossene Poljgone, 
denn der Punkt A fällt nicht mit A, , B nicht mit B, und C n:cht 
mit C[ zusammen. Diese Versuche und ^lle ähnlichen denk- 
baren, die man noch machen könnte, die aber nicht nothwendig 
sind, ergeben auf der Geraden s, zwei Punktieihen ÄiB^Gj . . ,, 
ABC... (die eine durch den Anfangspunkt die andeie durch 
den Endpunkt der gebrochenen Linie odei des offenen Puljgons 
beschriehan). Diese beiden Punktreihen smd projectiviach, denn 
die aweite wird mit Hülfe von Projectionen aus den Centren 
8j2, S^g, S34 , S41 und Schnitten durch die Tränst eisaleii «j, S3, 
84, Sj ans der ersten abgeleitet. Jedei entsprechend j,emein- 
schaftliche Punkt dieser Punktreihen lost die Aufgabe, denn 
legt man den Anfangspunkt der gebrochenen Linie in denselben, 
so fällt auch ihr Endpunkt darauf und das Polygen viud ge- 
schlossen sein. 

In dieser Aufgabe, sowie in den folgenden bleibt die Methode 
dieselbe, welches auch die Seitenzahl des zu construir enden Po- 
lygons sei. 

173. Aufgabe. In einen gegebenen Kegelsolmitt «} 
ein Polygon zu beschreiben, dessen Seiten durch ge- 
gebene Punkte gehen. 

daaa seine Seiten durch gegebene Punkte gehen und dasi alle «eme Eck 
punkte, bis auf einen, auf gegebenen Geraden hingleiten, so durchlauft 
der letzte Eckpunkt einen Kegelschnitt,' \eidanken wir MaolauriD 
(Transactions of London 1735 oder Apercu histonque & 150) 

") Vollständig gezeichnet oder durch luiif gegebene Punkte bf stimmt 
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Auflösung, Wir nehmeE an, es handle sich darum, ein 
Dreieck zu coustruiren , dessen Seiten beziehungsweise durch 
drei gegebene Punkte S, , S^, Sj (Fig. 154) gehen. Machen wir 
drei Versuche, d. h, projiciren wir aus dem Centrum S| drei be- 




liebige Punkte A, B, C der Curve in A, , B, , Cj 
Ourve, hierauf A, , B, , 0, aus dem Oentrum S^ in Ä.j, B^,, O.j, 
endlich Aj, B^, 0.; aua dem Centrum S^ in A', B', C (immer auf 
derselben Curve). Da der Endpunkt A' oder B' oder C nicht 
mit dem entsprechenden Ausgangspunkt A oder B oder zu- 
sammenfällt, so bekommen wir statt eines eingeschriebenen Drei- 
ecka, wie es in der Fassung der Aufgabe verlangt wird, ein 
offenes Polygon AAjA^A', BBjBjB', OOiC^C; die Projee- 
tionen aber, die successive aus den Centren S,, Sj, Sg gemacht 
wurden, leiten aus der Reihe von Punkten A, B, 0,... die 
Reihen A, , B, , C, . . . A;,, B.j, 0-^ . . . und A', B', C . . . ab, folg- 
lich ist (158, 160) die Reihe A, B, 0... der Ausgangspunkte 
projectivisch zu der Reihe der Endpunkte A', B', 0',... (157). 
Die Aufgabe wäre gelöst, wenn der Ausgangspunkt mit dem End- 
punkt zusammenfiele. Wenn also die beiden projecti vischen 
Reiben ABC... und A' B' C , , , entsprechend gemeinschaftliche 
Punkte haben, so kann jeder der erste Eckpunkt eines Dreiecks 
sein, das den gegebenen Bedingungen genügt. Man hat also nur 
noch die Gerade zu finden (157, II), auf welcher sich die Paare 
der Gegenseiten des eingeschriebenen Sechsecks Ä B' C A' B C 
schneiden und die Schnittpunkte M und N dieser Geraden mit 
dem Kegelschnitt (166) zu construiren; jeder wird eine Auflösung 
der Aufgabe liefern *), 



, loc. cit., S. 35i 
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1 74, Eine entsprechende lletliocle gestattet die Auf lösung 
der correlativen Aufgabe; 

Einem gegebenen Kegelschnitt, der vollständig be- 
schrieben oder durch fünf Tangenten bestimmt ist, ein 
Polygon zu umscLreiben, dessen Eckpunkte auf gege- 
bene Greraiien fallen, 

Nehmen wir an, es handle sich darum, einem K.egelaclmitt 
ein Dreieck zu umschreiben, dessen Eckpunkte beziehungsweise 
auf den Gferaden Sj , sj, Sg (Fig. 166) liegen. Ziehen wir die 
Tangente a in einem beliebigen Punkte A des Kegelschnittes; 
aus ihrem Schnittpunkt mit Si ziehen wir eine andere 1 

Fig. 105. 




Bi (ihr Berührungspunkt ist A,); aus dem öchnittpuakt von o, 
und ^2 ziehen wir die dritte Tangente «^ (Berühi-ungspunkt Ä^); 
endlich aus dem Schnittpunkt von a^ und Sg ziehen wir noch die 
Tangente a' mit dem Berührungspunkt A'. Die Aufgabe wäre 
gelöst, fiele der Punkt A' auf A, d, h. wenn die Tangenten a 
und a' coincidirten. Stellen wir uns nun vor, dass wir noch an- 
dere ähnliche Versuche gemacht haben, indem w 
Punkte B, . . . des Kegelschnittes zu Ausgangspunkten v 
so bekommen wir sueeessive die Punktreihen A, B, 0,... A,, 
Bi, Ol,,.. A.J, B.;, C^,... und A', B', 0',,.. die aUe zu ein- 
ander projeetivisch sind. Die erste Reihe ist nämlich zu der 
zweiten projectivisch (160), weil sich die Tangenten in A und 
Aj, B und E|, C und C| . . . immer auf s, schneiden; ebenso sind 
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die zweite und dritte, die dritte und vierte und folglicli mich 
die erste und vierte ßeiLe aus demselben Grunde (158) projecti- 
visoh. Da aber die Aufgabe gelöst wäre, wenn A auf A' oder 
B auf B' . . , fiele, so wird jeder entsprechend gemein sdiaftliche 
Pimkt der beiden projectivischen Reihen ABC... und A'B'C... 
als Berührungspunkt der ersten Seite eines Dreiecks dienen kön- 
nen, das den gegebenen Bedingungen Genüge leistet. Man hat 
also nur drei Versuche zu machen (157), d. h. au drei beliebigen 
Punkten A, B, C des Kegelschnittes die entsprechenden PunJcte 
A', B', C zu suchen und die Durchschnitte M und N des Kegel- 
schnittes mit derjenigen Geraden zu construiren, welche die 
Schnittpunkte der Gegenseiten des eingeaohriebenen Sechsecks 
A B' A' B C enthält «). 

175. Der besondere Fall der Aufgabe Nr. 173, in welchem 
die festen Punkte S, , S^, . . . alle auf derselben Geraden s liegen, 
muss getrennt behandelt werden. Ist die Seitenzahl des gesuch- 
ten Polygons gerade, so wird der Satz von Nr. 146 verwendbar; 
in diesem Falle hat die Aufgabe entweder gar keine Auflösung 
oder sie hat deren unendlich viele. Handelt es sich z. B. darum, 
in den Kegelschnitt ein Achteck zu besehreiben, dessen sieben 
erste Seiten durch die Punkte Sj, 82,.-, 8, gehen, so wird die 
letzte Seite dann, in Folge jenes Lehrsatzes, durch einen festen 
Punkt S von s gehen; der Punkt 8 ist aber nicht beliebig, son- 
dern durch die Punkte S, , S^ , . . . &j bestimmt Coincidirt also 
der letzte Punkt Sg mit S, so gibt es unendlich viele Achtecke, 
welche den gegebenen Bedingungen genügen. Findet diese Ueber- 
einstimmung nicht statt, so gibt es gar keine Auflösung. 

Ist die Seitenzahl des gesuchten Polygons ungerade, so wird 
die Aufgabe bestimmt. Nehmen wir an, es handle sich darum, 
ein Siebeneck einzubeschreiben (Fig, 114), dessen Seiten durch 
die gegebenen Punkte 8,, 82, 83 . . . S- gehen, die alle in gerader 
Linie liegen. Nach dem Lehrsatz (146) gibt es unendlich viele 
Achtecke, deren sieben erste Seiten durch sieben gegebene Punkte 
einer Geraden tmd deren achte Seite durch einen festen Punkt 
S dieser Geraden geht. Hat es unter diesen Achtecken eines, 
dessen achte Seite eine Tangente an den Kegelschnitt ist, so 
wird die Aufgabe gelöst sein; denn dieses Polygon mit zwei un- 
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endlich nahe liegenden oder zusammenfallenden Eckpunkten wird 
z« einem eingeschriehenen Siebeneck, deaaea Seiten durch sieben 
gegebene Punkte gehen. Kann man also durch den Punkt S 
Tangenten an den Kegelschnitt ziehen, so wird der Berührungs- 
punkt einer jeden von ihnen eine Auflösung geben (146). Je 
nach der Lage des Punktes S zu der Curve gibt es also ent- 
weder zwei Auflösungen oder nur eine oder gar keine. 

Die Pig. 116 bezieht sich auf den Pall dieser Aufgabe, wo 
es sich darum handelt, ein Dreieck ein zube schreiben *). 

Der Studirende möge iibungs weise die correlative Auf- 
gabe lösen: einem Kegelschnitt ein Polygon zu umachreiben 
dessen Eckpunkte auf gegebene Strahlen eines Büschels fallen. 
Auch diese Aufgabe ist entweder unbestimmt oder ohne Auf- 
lösung, wenn das Polygon von gerader Seitenzahl ist; sie ist be- 
stimmt und vom zweiten Grade, wenn das Polygon von unge 
Seitenzahl ist (Fig. 115 und 117). 

176. HülfssatzL Schneiden sich zwei Kegelschnitte 
in den Punkten A, B, G und C imd zieht man durch A 
und B zwei Geraden, die den ersten Kegelschnitt in P 




und G, den zweiten in F' und G' treffen, so laufen die 
Sehnen PG und P' G' in einem Punkte H der Geraden 
CC (Pig. 156) zusammen. 

Die Transversale C G' trifft nämlich den ersten Kegelschnitt 
und die Gegenseiten des eingeschriebenen Vierecks A ß G P in 
sechs Punkten einer Involution [Nr. 143, links); dasselbe findet 



^) Papp«e, loß. 1 



, Blich VII, s. ni. 



y Google 



g 19. Aufgaben des zweiten Grades. 207 

am aweiten Kegelschnitt und dem eingea ehr i ebenen Vierecke 
ABG'P' statt; die beiden Involutionen fallen aher : 
(98), denn sie haben zwei Paare conjugirter Punkte g 
lieh: das Punitenpaar C C, in welchem die Transversale beide 
Kegelschnitte durchschneidet und das Paar derjenigen Punkte, 
in welchen die Transversale die Gegenseiten A P F' und B G G', 
die beiden Vierecken angehören, trifft. Jedes andere Paar con- 
jugirter Punkte wird beiden Involutionen gemeinschaftlich sein, 
d. h. die Transversale OC wird PG und P' G' in demselben 
Punkte H schneiden, der zu ihrem Schnittpunkt mit AB oonju- 
girt ist. Der vorhergehende Satz, der nur eine Folgerung des 
Lehrsatzes von Desargues ist, verhilft unmittelbar zur Lösung 
der beiden folgenden Aufgaben, von denen die eine vom ersten, 
die andere vom aweiten Grade ist, 

1, Aufgabe. Von zwei Kegelschnitten sind drei ge- 
meinsehaftlielie Punkte A, B, und ausserdem vom 
ersten die Punkte D und E, vom zweiten die Punkte F 
und G gegeben; man soll den vierten Schnittpunkt der 
beiden Kegelschnitte finden (Pig. 156). 

Wir aiehen aus zwei gemeinschaftlichen Punkten A und B 
die Transversalen AP und EG, welche den ersten Kegelschnitt 
in P' und G' treffen (diese Punkte kann man mit Nr, 124 rechts 
construiren). Die Geraden P G und F' G' schneiden sich in einem 
Punkte H derjenigen Sehne, welche die beiden andern gemein- 
schaftlichen Punkte verbindet. Diese Sehne wird also HO sein; 
sg dass nur noch der Punkt 0' zu construiren bleibt, in welchem 
sie die beiden Kegelschnitte trifft; der Punkt 0' wird also der 
gesuchte sein. 

II. Aufgabe. Von zwei Kegelschnitten sind zwei ge- 
meinschaftliche Punkte A und B und ausserdem vom 
ersten die drei Punkte D, E und N, vom aweiten die 
drei Punkte P, G und M gegeben; man soll noch die zwei 
übrigen Schnittpunkte bestimmen (Fig. 156). 

Wir ziehen AP und BG, welche den ersten Kegelschnitt 
in F' und G' treffen; der Schnittpunkt H von F G und P' G' 
wird auf derjenigen Sehne liegen, welche die beiden gesuchten 
Punkte verbindet. Schneidet ebenso AM den ersten Kegelschnitt 
in M', so wird der Schnittpunkt K von G M und G' M' auf der- 
selben Seline liegen. Die gesuchten Punkte liegen also auf H K 
und die Aufgabe ist darauf zurückgeführt, die Durchschnitts- 
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puakte G mid C der Geraden H K mit einem der beiden Kegel- 
sclmitte zu. construiren (166) *). 

m. Die Oonstruction verändert sicli nicht, wenn die Punkte 
Ä und B unendlich nahe zusammenrücken, d. h. wenn die beiden 
Kegelschnitte dieselbe gegebene Gerade in einem gegebenen 
Punkte berühren. 

Da in diesem Falle zwei sich in einem Punkte A berübreude 
Kegelschnitte gegeben sind, so erhält man die Gerade H K, welche 
die beiden Schnittpunkte und C verbindet. Sollte diese Ge- 
lade dnich A gehen, so müsste einer der Punkte und C mit 
A comcidiren, denn ein Kegelschnitt kann nicht drei Punkte in 
geiader Linie haben. Man kann dann sagen, daaa von den vier 
Schnittpunkten der beiden Kegelschnitte drei in einem Punkte A 
\ereinigt (oder einander unendlich nahe s'nd man ta^t fe ner 
das8 die beiden Kegelschnitte im Pi nkte A ( lern Oscu a ons 
punkt) ö-iculiren. Die Consti-uct on ^ bt e ne Punkt H der 
jenigöii Geraden, welche den Punkt A nt lem in ten Schnitt 
punkt \ erbindet. Es kann endlich o kom nen dass d eae Ge 
rade mit der Tangente in A coincid t man agt a n dass A 
Tier znsimmenf allen de (oder unend 1 nahe egende S hn 
punkte der beiden Kegelschnitte vertrete 

IV. Wenden wir jetzt den Hn f &a z i f e ne gege enen 
Kegelschnitt und einen Kreis an e h n A le hrt Viir 
ziehen aus A die Normale (senkre ht au e Tangente in A s e 
treffe zum zweiten Mal den Kegelschn t n I" n 1 den Kre s n 
I" ; beschreiben wir über A P als Durchme ser e ne Kre e 1 eser 
den Kegelschnitt in A berührende n P seline deu e Kre s vird 
diese Curve in einem aweiton Punkt ö sehne den unl ler "^^ nl el 
AGP wird ein rechter sein. De e s e Kre s sehne de \ C a 
G' ; nach dem Hülfsaatae laufen P G nd P C auf e Sehne 
HK zusammen; aber PG und F'G sind parallel, weil der Winkel 
AG'P' auch ein rechter ist. Pur alle Kreise also, welche 
den Kegelschnitt in A berühren, hat die Sehne HK eine 
constante Richtung, nämlich die Richtung P G. 

Geht die Sehne HK durch A, so oaculiren der Kreis und 
der Kegelschnitt in A. Ziehen wir dann durch A die Parallele 



") Gaekin, Tke geometrical constniction of a 
(Cambridge 1852), S. M, 40. 
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■zw FGr, so wird sie den Kegelschnitt in C scbneideii; der in Ä 
berührende und in sehneidende Kreis wird der Osculations- 
(Krämmniigs-) Kreis in A *). 

Umgekahrt kann man den Kegelschnitt conatrtiiren . der 
durch drei gegebene Punkte Ä, P, Q geht und in A einen ge- 
gebenen Kreia als Osculationskreia hat. Die Geraden AP \md 
AQ schneiden den gegebenen Kreis in P' und Q'; der Schnitt- 
punkt von PQ und P'Q' sei U. Ziehen wir AU, so wird diese 
Gerade den Kreis noehmals in schneiden; der gesuchte Kegel- 
schnitt wird durch C gehen, er ist also durch die vier Punkte 
A, P, Q und und die Tangente in A (an den Kreis) bestimmt. 
V. Der dem vorhergehenden Hülfssatz correlative Satz kann 
ao ausgesprochen werden: Sind a und 6 zwei gemeinschaftliche 
Tangenten an zwei Kegelschnitte und werden aus zwei, auf a 
und b genommenen, Punkten die Tangenten f und g an den ersten 
und die Tangenten f und g' an den zweiten Kegelschnitt gelegt, 
so werden die Punkte fg und f g' mit dem Schnittpunkt der 
beiden ersten gemeinschaftlichen Tangenten an die gegebenen 
Kegelschnitte in gerader Linie liegen. 

Dieser Satz dient dazu, die Aufgaben au lösen, welche denen 
von I und II oorrelativ sind: die gemeinschaftlichen Tangenten 
(eine oder zwei) an zwei Kegelschnitte zu finden, deren jeder 
durch fünf gegebene Tangenten bestimmt ist, unter denen schon 
drei oder zwei, beiden Curven gemeinschaftliche sind. 

177. Aufgabe. Man gibt elf Punkte A, B, 0, D, E, A,^ 
Bj, 0,, D,, El, P und soll punktweise denjenigen Kegel- 
schnitt construiren, der durch P und die vier (nicht ge- 
gebenen) Schnittpunkte der (nicht gezeichneten) Kegel- 
.schnitte ABCDE und AiB,C,D,E| geht»')- 

Auflösung. Ziehen wir durch P eine beliebige Transver- 
sale und construiren (Nr. 166, links) die Punkte M und M', in 
welchen sie den Kegelschnitt ABCDE trifft und die Punkte 
N und JJ', in welchen sie den Kegelschnitt A, B, C, Dj Ej trifft. 
Da diese beiden Kegelschnitte, sowie der gesuchte, demselben 
Viereck umschrieben werden sollen, so werden wir den Lehrsatz 
von Desargnes anwenden können. Oonstruirt man also (Nr. 102 

») Ponoelet, loc. cit., Nr. 334—337. 
'1) Ponoelet, loc. cit., Nr. 389. 
L. Cremonü, Elem. i. projfof. Geometrie. 14 
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links) cIgh Punltt P', der dem Punkt P in der durch die Paai-e- 
MM' und NN' bestimmten InToliation zugeordnet ist, so wird 
P' dem gesuchten Kegelschnitt augehören. Lässt man die Trana- 
veraale sich um den Punkt P drehen, so wird man noch andere 
Pi.inkte desselben Kegelschnittes erhalten. 

178. Aufgabe. Man gibt zehn Punkte A, B, 0, D, E, Ä,, 
B,, 0,, D,,E, und eine Gerade s; man soll einen, s berüh- 
renden, Kegelschnitt construiren, der durch die vier 
(nicht gegebenen) Schnittpunkte der beiden (nicht ge- 
zeichneten) Kegelschnitte ABCDE und AiBi C.D, E, geht. 

Auflösung. Oonstruireu wir (Nr. 166, links) die Schnitt- 
punkte M und M' von s und dem Kegelschnitt ABCDE and die 
Schnittpunkte N und N' von s und dem Kegelschnitt Aj B, 0, D, Ej , 
hierauf die Doppelpunkte der durch die Paare M M' und N N' be- 
stimmten Involution. Ist P einer dieser Doppelpunkte, so wird P 
(145) der Berührungspunkt der Tangente s an denjenigen Kegel- 
schnitt sein, der einem Viereck umschrieben ist, welches von den 
vier Schnit^unkten der Kegelschnitte ABCDE und A, B, Oi D, E, 
gebildet wird; damit kommt die Aufgabe auf diejenige der vor- 
hergehenden Nummer zurück. 

179. Die correlativen Constructionen geben die Auflösungen 
der correlativen Aufgaben, 

Einen Kegelschnitt zu construiren, der durch einen gogobonen 
Punkt geht oder eine gegebene Gerade berührt und einem Vier- 
seit einbeschrieben ist, welches von den vier (nicht gegebenen) 
gemeinschaftlichen Tangenten an zwei (nicht gezeichnete) Kegel- 
schnitte gebildet wird, welche Kegelschnitte durch je fünf Tan- 
genten bestimmt sind. 

180. Aufgabe. Durch einen gegebenen Punkt S eiue 
Gerade zu legen, welche von vier gegebenen Geradon «, 
b, c, (l in vier Punkten mit einem gegebenen Doppel- 
verhältniss geschnitten wird. 

Auflösung. Wir haben (115) gesehen, dass alle diejenigen 
Geraden, welche von vier gegebenen Geraden a, ö, c, d in vier Punk- 
ten geschnitten werden, die ein gegebenes Doppel verhältniss bilden, 
an denselben Kegelschnitt Tangeuten sind, welcher die gegebenen 
Geraden berührt und dasa, wenn D der Berührungspunkt von d, 
und A, B, G die Schnittpunkte von d und a, b, v sind, das Dup- 
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pelverMltnisa (A B C D) gleich demjenigen der vier Punkte ist, 
in welchen die Geraden a, h, c, d von irgend einer andern Tan- 
gente des Kegelsclinittes getroffen werden. Die Anflöaung der 
Aufgabe wird also folgende sein: 

Wir construiren (54) den Punkt T> der Geraden d, welcher 
mit den Punkten «rf^A, 6(i^B, cd ^ C das dem gege- 
benen gleiche Doppel verhältnias (AB CD) gibt; hierauf zeichnen 
wir (Nr. 166, rechts) diejenigen durch S gehenden Geraden, 
welche den durch die vier Tangenten «, b, c, d und den Berüh- 
rungspunkt D auf d beatimmten Kegelschnitt berühren; jede 
dieser Geraden wird die vorgelegte Aufgabe lösen. 

Ist eine der Geraden a, 6, c, d unendlich ferne, ao wird die 
Aufgabe zur folgenden; 

Durch einen gegebenen Punkt 8 eine Gerade so zu legen, 
daas die auf Ihr durch drei gegebene Geraden a, b, c abgeschnit- 
tenen Segmente (zwischen a und b, a und c) in einem gegebenen 
Yerhältniss stehen. 

Construiren wir auf a den Punkt A, welcher mit den Punk- 
ten ab ^^ B, ac ':^ G dem Verhältniaa A B : A C den gegebenen 
Werth verleibt und ziehen aua S die Tangenten an die Parabel, 
welche durch die Tangenten a, b, c und den Berührungspunkt A 
auf a bestimnit iat. 

Die correlative Oonstruction gibt die Auflösung der folgenden 



Auf einer gegebenen Geraden s einen Punkt zu finden, aus 
welchem man vier gegebene Punkte A, B, 0, D mit Hülfe von 
vier Strahlen projioiren kann, die ein gegebenes Düppelverhältnisa 
haben (5i). 

181. Aufgabe. Zwei gerade projectivische Punkt- 
reihen u und u' sind gegeben; man soll zwei entspre- 
chende Segmente suchen, die man aus zwei gegebenen 
Punkten und 0' unter gegebenen Winkeln sehen 
kann «). 

Auflösung. Nehmen wir auf u' zwei Punkte A' und D' der 
Art, dass der Winkel A'O'D' dem zweiten der gegebenen Winkel 
gleich sei; mögen A und D die Punkte von u sein, welche A' und D' 

") D. Ii. sind MP und M'l" die verlanglen Segmente, to müaeen 
die Winkel MOP und M'O'P' der Grösse und dem Sinne nach ge- 
geben sein. 
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entsprechen; bestimmen wir jetzt auf m den Punkt A[ so, flass 
der Winkel A, D gleich dem ersten der gegebenen "Winkel 
wird; offenbar wäre die Aufgabe gelöst, wenn OA, mit OA zu- 
sammenfiele, denn in diesem Falle wären beide Winkel AOD 
und A'O'D' den gegebenen Winkeln gleich. Lässt man gleich- 
zeitig die Strahlen OA, O'A', 0' D', OD, A, sich verändern, 
so sind die erzeugten Büschel zn einander projectivisch. Es sind 
nämlieh die von 0' A' und 0' D' erzeugten Büsche! projectivisch, 
ebenso die von A, und D erzeugten, weil die Winkel A' 0' D' 
und Ä|0D coastant sind (82); auch die von OA nnd O'A' und 
von OD und O'D' erzeugten Büschel sind wegen der projectivi- 
schen Verwandtschaft von w und u' projectivisch, Polglich sind 
die von OA und OA; erzeugten Büschel projectivisch und die 
entsprechend gemeinschaftlichen Strahlen lösen die Aufgabe, 
Machen wir drei dem vorigen ähnliche Versuche, so werden wir 
drei Paare entsprechender Strahlen OA und OA,, OB undOB,, 
und Oj erhalten und construiren wir die entsprechend ge- 
meinschaftlichen Strahlen der durch diese drei Paare bestimmten 
concentri sehen Strahlenbüschel (162). Trifft einer der entspre- 
chend gemeinschaftlichen Strahlen w in M, nimmt man dann auf 
M den Punkt P so, dass der Winkel MOP dem ersten der ge- 
gebenen Winkel gleich wird, nennt man hierauf M' und P' die- 
jenigen Punkte von m', welche M und P entsprechen, so wird 
Winkel M'O'P' dem zweiten gegebenen Winkel gleich, oder die 
Aufgabe ist gelöst. 

182. Aufgabe, Zwei proj ectivisch e Punktreihen 
H=ABC... und V = A'B'0'... sind gegeben; man soll zwei 
entsprechende Segmente finden, welche [in Grösse und 
Sinn) mit zwei gegebenen Segmenten übereinstimmen. 

Auflösung. Nehmen wir auf u' ein Segment A' D', das dem 
zweiten gegebenen Segmente gleich ist und auf «t das Segment A D, 
welches A'D' entspricht. Nehmen wir auf u den Punkt Ä, so, 
dass A, D dem ersten gegebenen Segment gleich wird, so wäre die 
Aufgabe gelöst, wenn die Punkte A und A, zusammenfielen. Lässt 
man gleichzeitig die Punkte A, A', D', D, A, sich verändern, 
so sind die von A und A' erzeugten Punktreihen projectivisch, 
sowie auch die von D und T>' erzeugten Reihen (wegen der pro- 
jectivisohen Verwandtschaft von u und u' ; die von A und D be- 
schriebenen Punktreihen sowie die von A' und D' beschriebenen 
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sind auoli projectivisoli , da sie durch die Bewegung constaater 
Segmente entataaden sind (77). Folglich sind auch die von A 
und Aj erzeugten Punktreihen. projectivisch und ihre entsprechend 
gemeinschaftlichen Punkte lösen die Aufgabe. Man hat also nur 
mit Hülfe dreier Versuche drei Paare entsprechender Punkte A 
und Ai, B und Bj , C und Oj herzustellen und hierauf die ent- 
sprechend gemeinschaftlichen Punkte zu construiren (162). 

183. Der Studirende hat gewiss die Beständigkeit der Me- 
thode wahrgenommen, welche wir bei der Auflösung der vorher- 
gehenden Aufgaben angewandt haben. Sie ist aUgemein, gleich- 
artig und direct; man kann sie in mehr oder weniger einfacher 
Art auf alle Aufgaben des zweiten Grrades, d, h. auf alle Fragen 
anwenden, welche, algebraisch gelöst, von einer Gleichung des 
zweiten Grades oder von einer Gleichung höheren Grades ab- 
hängen würden, die auf eine solche des zweiten zurückgeführt 
werden kann. Die Methode besteht darin, dass man drei Ver- 
auche macht, welche drei Paare entsprechender Elemente zweier 
aufeinander liegender projectiviacher Gebilde liefern; die entspre- 
chend gemeinschaftlichen Elemente sind die Lösungen der Auf- 
gabe. Dieses Veifahren ist darum mit Eecht eine geometrische 
Methode der falschen Position genannt worden*) 

184. Die Aufgaben des zweiten Grades (oder die aut den 
zweiten Grad reducirbaren) werden, wie alle diejenigen dei niedeien 
Geometrie, nur mit Hülfe des Lineals und des Cirkels, d. h mit 
Hülfe von Durchschnitten von Geraden und Kreisen gelost''') 
Man kann aber andererseits jede dieser Aufgaben von der Be- 
stimmung der eatsprechend gemeinschaftlichen Elemente von zwei 
übereinander liegenden projecti vischen Gebilden abhängig machen, 
welche Bestimmung auf die Construction der entsprechend ge- 
meinschaftlichen Punkte (162) von zwei gegebenen projecti vi sehen 
Reihen (157) aaf einem ganz beliebig angenommenen Kreise 
herauskommt. Daraus folgt, dass ein einziger, ein für allemal 
beschriebener Kreis, dazu dienen kann, alle Aufgaben des zweiten 

") Chasles, Geom. sup., S. %12. 

"i') Aufgaben des ersten Grades werden solche geoaint, die 
nur mit Hülfe des Lineals, d. h. mit Durchschnitten von Geraden gelöst 
werden Itönnen. Siehe Lambert, loc. cit., S. 161; Brianclion, loc. 
cit., S. G; Poncelet, loc. cit., S, 76. 
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Grades*), die in Bezug dut gegebene Elcmeute in einer festen 
Ebene (der Zeichnungsflicbej gebtellt weiden können, zu lösen. 
Nachdem man diesen Eieis gezogen hat vereinfacht sich die Auf- 
gabe dahin, mit Hülfe \on Piojei'tioi on und Schnitten diejenigen 
drei Pimktenpaare auf den Kieis ubeizuti'^en, welche die pro- 
jectiviaohen Gebilde bestimmen, deien ent-spiechend gemeinschaft- 
lichen Elemente die Aufgabe 1 i'fen man hat dann nur die Ge- 
rade zu ziehen, welche die Schnittpunkte der Paare der Gegen- 
seiten in dem eingeschriebenen Sechseck enthält, dessen Gegen- 
eeken die Punkte der obigen drei Paare sind (157). 

Es ist kaum, nothwendig zu bemerken, dass man die Auf- 
lösung der Aufgabe nicht von den entsprechend gemeinschaftlichen 
Elementen von zwei übereinander liegenden projectivischen Ge- 
bilden abhängig machen muBS, sondern dass man sie auch auf 
die Bestimmung der JDoppelelemente einer Involution hinausführen 
kann (165). 

"Wir haben schon in Nr. 89 ein Beispiel von dem Verfahren 
gegeben, eine Aufgabe des zweiten Grades nur mit Hülfe des 
Lineals zu lösen, indem wir voraussetzten, dass in der Zeich- 
nungsfläcbe ein Hülfskreis gezeichnet sei und dass mau den Mit- 
telpunkt dieses Kreises kenne, Wir werden weiter unten noch 
andere Beispiele finden. 

185. Folgende Aufgaben werden auf ähnliche Art gelöst; 
I. Man gibt (Fig. lf>7) zwei gerade projectivische 
Punktreiben u und «' und zwei andere gerade projecti- 




vische Punktreihen t; und v'; man soll durch den Punkt 
zwei Geraden s und s' legen, welche m und u' in zwei 

") Poucelet, loc. cit., S, 187. — Steiner, Die geometrischen Coii- 
stractionen aasgeführt mittelst der geraden Linie und elnee fegten 
Kreise« (Beiliii, 1833), 8. 61. Geäammelte Werke, Bd. I, ä61— 522. 
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eatsprecbeiiden Punkten und gleicbaeitig aucli v und 
!■■ in zwei entspreclienden Punkten schneiden. 

Durch ziehen wir eine QeracJe, welche u' und v' in A' uiid 
P' schneidet; dem Punkte A' entspreche A auf u, dem Punkte 
P' entspreche P auf v. Die Aufgabe wäre gelöst, wenn die Ge- 
raden A und P zusammenfielen. Lässt man gleichzeitig diese 
Geraden aich verändern, so beBchreiben sie zwei conceutr lache 
projectivische Büschel (bestimmt durch drei dem eben gemachten 
ähnliche Versuche), deren entsprechend gemeinschaftliehe Strahlen 
die Auflösungen der Aufgabe liefern. 

II. Man kann in der vorigen Aufgabe annehmen, dass die 
Punktreihen w und u' und ebenso v und v' aufeinander liegen. 
Lägen alle vier Punktreihen auf derselben Geraden, so könnte 
die Aufgabe so ausgesproeben werden; 

Sind auf einer Geraden awei projectivische Punktreihen « 
nad m' und noch zwei andere v und v' gegeben, so hat man zwei 
Punkte zu hestimmen, welche sowohl als Punkte von h und ti', 
■als auch als Punkte von v und v' einander entsprechen. 

in. Zwischen awei gegebene Gerade u und m, soll eine 
Strecke so gelegt werden, daaa sie aus zwei Punkten 
und S unter gegebenen Winkeln gesehen wird (Fig. 158). 

Wir ziehen durch S zwei Geraden, welche u und m^ in A 
und A[ schneiden, so dass der Winkel ASA, dem zweiten ge- 

E[5. 168. 




gebenen Winkel gleich sei; dann legen wir durch eine andere 
Gerade, welche u in A' schneidet und ao, dass der Winkel 
A'OAj dem ersten gegebenen Winkel gleich wird. Die Aufgabe 
wäre gelöst, wenn OA mit A' zusammenfiele. Drei Versuche 
wie derjenige, den wir soeben gemacht haben, liefern drei Paare 
entsprechender Strahlen (0 A und OA', OB und OB', und 
OC) der beiden projeoti vi sehen Büschel, die entstehen wurden, 
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wenn man OA und A' sieb, verändern liesae; die entsprechend 
gemeinschaftlicljeii Strahlen M und N dieser Büschel geben 
die Lösungen (MM, luid NN|) der Aufgabe. 

IV. Zwei projectivische Punktreihen m uad u' sind 
gegeben; man soll zwei entsprechende Segmente AM 
und A'M' finden, die, von awei gegebenen entsprechen- 
den Punkten A und A' aus gemessen, in einem gegebe- 
nen Veriiältniss AM : A'M' = l stehen. 

Sind A und A', B und B', und C drei Paare entspre- 
chender Punkte von u und «', so wählen wir auf k zwei neue 
Punkte B" und C" so, dass AB" = J.A'B', Ä C" =^ X A' 0'. 
Die Punkte A, B", C",... beatimmen eine Punktreihe, die der 
Reihe A' B' 0' . . . ähnlich (73) und darum zu ABC... projecti- 
visch ist. Die aufeinander liegenden Punktreihen A B" C" . . . 
und ABO... haben schon einen entsprechend gemeinschaftlichen 
Punkt A; der andere entsprechend gemeinschaftliche Punkt M 
(72) wird die Aufgabe lösen, denn man wird haben 
A M = A M" = ;. A' M'. 

Die Aufgabe ist vom ersten Grade. 

V. Zwei aufeinander liegende projectivische Punkt- 
reiben ABC... und A' B' C . . . sind gegeben; man soll 
ein Segment MM' finden, dessen Mittelpunkt ein gege- 
bener Punkt ist. 

Wir wählen die Punkte A", B", 0" der Art, dass der 
Mittelpunkt der Segmente AA", B B", C C" wird; die Punkte 
A", B", C", . . . bestimmen eine Punktreihe, welche der Reihe 
ABC. gleich und folglich zu der Reihe A'B'C... projectivisch 
ist. Coustruiren wir die entsprechend gemeinschaftlichen Punkte 
der aufeinander liegenden projectivischen Punktreihen A'B'C... 
und A"B"C"..,; ist nun M' oder M" einer der entsprechend 
gemeiusehaftlichen Punkte, so wird die Mitte des Segmentes 
MM' sein. 

VI. Ein Segment EF ist gegeben; man soll auf EF 
zwei Punkte M und M' so beatimmen, dass das Segment 
MM' gleich einem gegebenen Segment und das Doppel- 
verhältniss (EPMM') einer gegebenen Zahl gleich sei. 

Wir wählen auf der gegebenen Geraden drei beliebige Punkte 
A, B, C; hierauf beatimmen wir die drei Punkte A', B', 0' so, 
dass die Doppelverhältnisse (E F A A'), (E F B B'), (E P C) alle 
gleich dem gegebenen werden und die drei Punkte A", E", C" 
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SO, dass die Segmente A Ä", B B ', C" dem gegebenen Segment 
gleich werden. Dann ■werden die Punktreihen ABC.., und 
A'B' C . . . projectivisch sein (61, 83) und ebenso die Punktreihen 
ABC... nnd A" B" 0" . . . (77), also sind auch die Eeihen 
Ä' B' C . . . und A" B" C" . . , projectivisch. Haben diese Reihen 
entsprechend gemeinschaftliche Punkte (M' oder M") und ist M 
der entsprechende Punkt in der Reihe ABO..., so werden das 
Segment M M' und daa Doppelverhältniss (E T M M.') die gege- 
benen Werthe haben und die Aufgabe ist gelost, 

VII. In ein gegebenes Dreieck PQR ein Rechteck 
mit gegebenem Inhalt einaubesehreiben (Fig. 159). 

Das gesuchte Rechteck sei MSTU; ziehen wir M S' parallel 
PE, so bekommen wir das Parallelogramm M S P S', das gleich 
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dem Rechteck ist; wir können also die Aufgabe in folgende um- 
wandeln: 

Auf QR soll ein Punkt M der Art gefunden werden, dass, 
wenn M 8 nnd M S' beziehungsweise P Q und P R parallel ge- 
zogen werden, das Rechteck P 8 . P S' einem gegebenen Quadrat 
ft^ gleich wird. 

Nehmen wir einen beliebigen Punkt A auf QR, ziehen AD 
parallel P Q und nehmen auf P Q den Punkt D' so, dass PD . PD' 
^= ft^, ziehen dann D'A' parallel P R. Coincidiren die Punkte A 
und A', so ist die Aufgabe gelöst. 

Lässt man gleichzeitig die Punkte A, D, D', A' sich ver- 
ändern, so beschreiben sie eben so viele projectivisehe Punkt- 
reihen. Da nämUch D die aus dem unendlich fernen Pxmkte von 
PQ gemachte Projection des Punktes A und A' die ans dem un- 
endlich fernen Punkte von PR gemachte Projection von D' ist, 
so ist die zweite Pimktreihe zur erst«n perspectivisch und ebenso 
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die vierte zur dritten. Die zweite Punktreihe Tind die dritte aber 
sind projeütivisch, denn die Eelation. 

P D . P D' = li^ 

ze gt ('^9') dass d e ^le ohze t g ol e an le nden P nkte D Hl 
D zwe pioject v sehe Punl t e hen besch e bea de en un all cl 
ferne Punkte densell e entap ecbe len P nkt P haben ] 

Dre alinl be ^ suche gebe d e olche P nktenjaa e ¥ö 
Ä ni A on tru t n u l e e t p eclie d gen chattl cl e 
Punkte ■io hat man i e L s ngen "le Aufg 1 

Statt den Tunkt A u In 1 e "\ e ucl n j,a z bei eb g z 
hmeu kann mau hm e ne besond e Lage gehen welcl e 1 e 
< onatruct ve e uf cht D e Beme ku g kann ubngens i e 
allen Aufgaben gema ht ve len ^ el he ¥ nte s ch 1 al on 
In le 1 egende st klar dase venu le 1 unkt »i. n d e m 
endhohe Fe ne ruckt a ch se ne P o] et on D & ch unenll h u 
femt, D' fällt also auf P, folglich comcidirt A' mit E; legt mau 
den Punkt A in Q, so coincidirt die Projection D mit P, folglich 
rückt D' und darum auch A' in die unendliche Ferne. So hat 
man nun zwei Versuche, die gar keine Oonstruction erfordern; 
die Paare, die sich daraus ergeben, sind aus B und dem unend- 
lich fernen Punkte, aus dem unendlich fernen Punkt und Q atx- 
sammengesetat, Nennen wir BB' das durch einen dritten Ver- 
such sich ergebende Paar und A A' ein beliebiges Paar, so haben 
wir (59) 

QA.RA' = QB.EB' 
und fülglioh, wenn M ein entsprechend gemeinschaftlicher Punkt ist, 

QM. EM =QB.EB', 
woraus die entsprechend gemeinschaftlichen Punkte gefunden 
werden können; es wird aber immer einfacher sein, auf die all- 
gemeine Oonstruction von Nr. 162 zurückzugehen; d. h. man zieht 
durch einen beliebigen Punkt eines Kreisea die Geraden OB, 
OB', OE, OQ und die Parallele zu QE, welche fünf Geraden 

)HntmdbdnPkh d dgltnfd 
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den Kreis zum zweitenmal in B, , B^^', It|, Qi , I sohneiden*); 
verbinden wir dann den Schnittpunkt von Bj R, und B^'I mit 
demjenigen von B.[ I und Bj'Q,| und sclineidet diese Gerade den 
Kreis in awei Punkten {M| , N|), so treffen die Geraden, welche 
sie aus projieiren, Q ß in den gesuchten entsprechend gemein- 
schaftlichen Punkten M und R; mit ihnen ist die Aufgabe gelbst. 

VIII. Ein Polygon zu construiren, dessen Seiten 
durch eben so viele gegebene Punkte gehen und dessen 
Eckpunkte, einen ausgenommen, auf eben so vielen ge- 
gebenen Geraden liegen, während der Winkel am letz- 
ten Eckpunkt einem gegebenen "Winkel gleich ist. 

Es sei z. B. ein Dreieck LMN (Fig. 160) zu construlren, 
dessen drei Seiten MN, NL, LM beziehungsweise durch 0, V, ' 
Fig. 150. 




"ü gehen, und von welchem zwei Eckpunkte M und K auf den 
Geraden u und v liegen, während der Winkel MLN eine be- 
stimmte Grösse erhält. 

Ziehen wir durch eine beliebige Gerade, welche « in A 
und 1! in B achneidet und durch "ü die Gerade UX, welche mit 
B V einen Winkel bildet der dem gegebenen Winkel gleich ist. 
Ist A' der Schnittj nkt von ( md U X so \ ire d e Aufgab 
gelöst, wenn die Punkte A und A zusammenhelen Man wil 
die Lösungen der Aufgabe eihtlten indeii n in d e entsiiechoni 
gemeinschaftlichen Punkte deijenigen projef-tivischen Punktiehen 
construirt, in welchen ii von den gleichseitig beweglichen Stiah 
len OA, UA' geschnitten vi id 

IX, Folgende Auf gabi- st n le %u hei gehen len enthalten 

Ein Lichtstiahl ^cht i & einem gegebenen P nl te 

und wird nacheinander auf n gegebenen Geraden m, , 

°) Von diesen Punkten ist nnv I in der Figur bezeichnet. 
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«2,... «„ Kurückgeworfön; man soll die ßichtang beetiin- 
meii, welche man dem iivsprünglicheD Strahl au geben 
hat, damit er von dem letzten zurückgeworfeaen Strahl 
unter einem gegebenen Winkel A geschnitten werde. 
Trifft nämlich der einfallende Strahl A, (Fig. 161) die Ge- 
rade M^ in A| , so müssen nach dem Gesetze der Eeflexion der 
einfallende und der zurückgeworfene Strabl mit u^ gleiche (ent- 




gegengesetzte)' "Winkel bilden; da nun der einfallende Strahl durch 
den fixen Punkt geht, so wird der zurückgeworfene Strahl 
immer durch den Punkt 0, gehen, der in Bezug auf v^ in 
symmetrisch liegt *). Ebenso wird der erste zurückgeworfene 
Strahl, nachdem er «^ in Aj getroifen hat, nach demselben Ge- 
setz zurückgeworfen; folglich geht der zweite zurückgeworfene 
Strahl durch einen fixen Punkt O.j, der in Bezug auf u.^ zu Oj 
symmetrisch liegt; und so weiter. Der ursprüngUche Strahl und 
die n aufeinander folgenden, zurückgeworfenen Strahlen, sind also 
die Seiten eines Polygons OA, A.jAg..., dessen n -{- 1 Seiten 
durch eben so viele gegebene Punkte 0, 0| , Oj,... On, gehen, 
während der Winkel A einem gegebenen Winkel gleich sein soll 
und die Scheitel der n übrigen Winkel auf n gegebenen Geraden 
i(|, «},.-. «n liegen sollen. 

X. Aufgabe. Ein Polygon zu construiren, dessen 
Eckpunkte auf gegebenen Geraden liegen und dessen 
Seiten aus gegebenen Punkten unter gegebenen Win- 
keln gesehen werden. 

Setzen wir voraus, es handle sich darum, ein Dreieck zu 
construiren, dessen Eckpunkte 1, 2, 3 auf gegebene Geraden «,, 
«5, «3 fallen und dessen Seiten 23, 31, 12 aus den gegebenen 

*) D. h. Punkt 0, liegt eo, äam 0, senkrecht auf i,, steht iir.d 
durch diese Gerade halbirt wird. 
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Punkten S,, S^, Sj unter (der Grösse und dem Sinne nach) ge- 
gebenen Winkeln oj| , w^, (Ö3 gesehen werden. Nehmen vnr einen 
beliebigen Punkt A auf k, (Fig. 162), ziehen Ä S3 und machen 
den Winkel AS3B gleich «3. Der zweite Sehenkel dieses Win- 
kels Boiineide »tj in B, Machen wir den Winkel B S, gleich 
RH ', der zweite Sehenkel dieses Winkels sehneide u^ in G und 
machen wir den Winkel CS^A' gleich öjj. Die Aufgabe 
gelöst, wenn der zweite Schenkel 82-^' '"^* ^2-^ ' 
Lassen wir S.j A sich um S^ drehen, so verändern sich gleich- 




zeitig die andern Strahlen SgA, 83B, S^B, S,C, S^C und S^A' 
und erzeugen eben so "^ iele ß i&chel lie alle zu einander pro- 
jeotivisch sind. Es sind namlioh die %un 83 A und S3B erzeug- 
ten Büsehel projeeti^nsch («2) weil der Winkel A 83 B constant 
ist; die von S3 B und s, B eizeugten Btt«chel sind projeetiviscb, 
weil sie perspectivisch s nd unl so weitei Die Anfjösungen der 
Aufgabe werden also mit len ent'iprechend gemeinschaftlichen 
Strahlen derjenigen conLentnschen Büschel erhalten, welche von 
S^A und S^A' erzeugt werden 

Die Aufgabe wnd m derselben Weise gelöst, wenn die Winkel 
in 8, und S.j nicht gegebenen Winkeln gleich, sondern von Paaren 
gegebener Geraden so getheilt sein sollen, dass man in jedem 
dieser Punkte einen Büschel von vier Strahlen erhält, die ein 
gegebenes Doppelverliältniss haben. Soll in jedem der gegebenen 
Punkte 8|, 82,. ■- der Büschel harmonisch und die gegebenen 
Strahlen rechtwinklig sein, so kann die Aufgabe so ausgedrückt 
werden (53): 

Ein Polygon zu construiren, dessen Eckpunkte auf gegebene 
Gerade fallen und dessen Seiten aus gegebenen Punkten unter 
Winkeln gesehen werden, deren Halbirungsünien gegeben sind. 
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XI. Dieselbe Methode gibt die Auflösung der 
Ein Polygon au construiren, deseea Seiten durch ge- 
gebene Punkte gehen und dessen Winkel gegebene Seg- 
mente in gegebenen Doppelverhältnissen theiien *). 

Man erhält besondere Fälle dieser Aufgabe, indem man voraus- 
setzt, dass jeder Winkel auf einer gegebenen Geraden ein der 
Gröase und dem Sinne nach gegebenes Segment öder ein Seg- 
ment herausschneide, welches von einem gegebenen Punkt in 
einem gegebenen Verhältniss getheilt werde * '). 

§ 20. Pole und Polaren. 

186. Ist S ein beliebiger Punkt in der Ebene eines 
Kegelschnittes {Fig. 162 a), und zieht man durch diesen 
Punkt eine beliebige Anzahl von Transversalen, welche die 
Curve in den Puoktenpaaren (A, A'), (B, B'), (C, C'),... 
schneiden, so schneiden sich nach Nr. 160 und 161 die Tan- 
gentenpaare (a, a'), (h, 6'), (c, c'), ... in Punkten einer festen 
Geraden s, welche die Berührungspunkte der von S ausgehen- 
den Tangenten enthält; überdies schneiden sich die Paare 
der Geraden AB' und A'B, AC und A'C, . . . BC und B'C,.. . 
AB und A'B', AC und A'C',... BC und B'C',... in Punk- 
ten von s. Man kann noch eine andere Eigenschaft der Ge- 
raden s erkennen, indem man das vollständige Viereck ÄA'BB' 
befrachtet: Die Gegenseiten AA' und BB' werden durch den 
Diagonalpunkt S und durch die Gerade s, welche die beiden 
anderen Diagonalpunkte verbindet , harmonisch geschnitten 
(50); es sind also die Punkte A und A' (ebenso B und B', 
C und C, . . .) durch S und s harmonisch getrennt. 

Die so durch den beliebigen Punkt S bestimmte Gerade 
H heisst die Polare von S in Bezug auf den Kegelschnitt 
und umgekehrt heisst S der Pol dei Geraden s. 

"J D. h. äie Sclienliel eines Winkeln boIIpd eine gegebene Gerade, 
auf welcher zwei fixe Punkte A und B sind in ?wei anderen Pnnkttn 
C und D so sclineiden, dase das Doppeh erhalt: isa (AB OD) eine goge- 
htiie Zahl wird, 

»') Chaslea, Gfem. aup,, S. 219— 223 und Towwflend, Cliapter 
on the londern Geomelry (Dutlin, 1865), Bd. II, S. 257—274. 
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Die Poläi-e eines gegebenen Punktes S ist also 
gleichzeitig: 1. der Ort des Schnittpunktes der 
Tangentenpaare, deren Berührungspiinkte mit S in 
derselbea Geraden liegen; 2. der Ort der Schnitt- 

Fig. 162 a. 




punkte der Gegenseitenpaare eines jeden einge- 
schriebenen Vierecks, dessen Diagonalen durch S 
gehen; 3. der Ort eines durch zwei Kegelschnitt- 
punkte von S harmonisch getrennten Punktes*). 

187, Umgekehrt bestimmt eine beliebig gegebene Ge- 
rade s einen Punkt S, zu welchem sie Polare ist. Denn 
sind A und B irgend zwei Punkte des Kegelschnittes, so wer- 
den die Geraden a und h, die Tangenten in A und B sein 
sollen, jene Gerade s in zwei Punkten schneiden, aus welchen 
die zweiten Tangenten a' und h' gezogen werden können; 
ihre Berührungspunkte seien Ä' und B' und S sei der Schnitt- 
punkt von AA' und BK. Dann wird die Polare YOn S die 
Puukte aa' und bb' enthalten, sie wird also mit s zusammen- 
fallen. 

*) ApolloTiius, loc, dt,, Buüh VIl/ 3'^- — üesai'gues, loc, cit., 
8. 164 il; De la llivi:', loc, cit,. Buch 1 und II. 
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Kann man also ans irgend einem Punkte von s 
zwei Tangenten c uiitt c' an den Kegelschnitt ziehen, 
so geht die Gerade CC, welche ihve Berührungs- 
punkte verbindet, durch 8. 

I. Die Geraden o, a\ i, b' (Fig. 162b) bilden ein um- 
schriebenes Vierseit, dessen eine Diagonale s ist; seine bei- 
den andern Diagonalen schneiden sich in S (135); zieht 




man also aus einem beliebigen Punkte von s zwei 
Tangenten an den Kegelschnitt, so sind diese durch 
s und eine Gerade, die immer durch S geht, har- 
monisch getrennt (49), 

n. Das vollständige Viereck AA'BE' und das vollstän- 
dige Viereeit aa'bh' haben dasselbe Diagonaldreieck (132), 
dessen Eckpunkte S, der Schnittpunkt von AB und A'B' und 
der Schnittpunkt von AB' und A'B sind; seine Seiten sind 
s, die Verbindungslinie der Punkte ab und a'b' und die 
Verbindungslinie der Pufikte ab' und a'b. Zieht man 
also aus zwei Punkten der Geraden s die Tangenten- 
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paare (o, a'\ {b, ö'), so gehen die Diagonalen des um- 
schriebenen Vierseits aha'b' durch den Punkt S. 
Man kann z. B. auf Figur 108 zurückgehen, indem man statt 
der Buchstaben E, D, C, d, c die Buchstaben S, A', B', a\ 

Fig, 169 c. 




b' oder an der Stelle der Buchstaben G, B, C, D, ö, c, d 
die Buchstaben S, A', B, B', a\ b, b' set^t. Fig. 162 c. 

188. Ist also ein Kegelschnitt gegeben, so hat 
jeder Punkt der Ebene seine Polare und jede Ge- 
rade ihren Pol"). Der gegebene Kegelschnitt, auf welchen 
man die Pole und die Polaren bezieht, heisst der Funda- 
mental-Kegel schnitt. 

I. Kann man aus einem Punkte der Ebene eines Kegel- 
schnittes zwei Tangenten an die Curve legen, so heisst er ein 
Aussenpunkt der Curve; er ist ein Innenpunkt, wenn 
man keine Tangente ziehen kann. Ist also der Pol ausser- 
halb des Kegelschnittes (160), so schneidet die Polare die 
Curve (in den Berührungspunkten der von dem Pol ausgehen- 
den Tangenten). 

") Desargues, loo. cit., S. 190. 

L. Cretnona, Klem. d, projeol. Geometrie. 15 
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Ist der Pol innerhalb des Kegelschnittes, so schneidet 
die Polare den Kegelschnitt nicht. 

II. Nimmt man einen Punkt des Kegelschnittes selbst als 
Pol und lässt eine Transversale um diesen Punkt rotiren, so 
fällt einer der Schnittpunkte immer mit dem Pol zusammen 
und da der Schnittpunkt der Tangentenpaare in diesen Punk- 
ten die Polare erzeugen soll und die Taugente im Pole fest 
ist, so ist die Polare eines Punktes des Kegelschnittes die 
Tangente in diesem Punkte; oder: ist der Pol ein Punkt 
des Kegelschnittes, so ist die Polare die Tangente 
in diesem Punkte. 

III. Sind umgekehrt alle Punkte der Polare ausserhalb 
des Kegelschnittes, so ist der Pol ein Innenpunkt; ist die 
Polare eine Sekante der Curve, so ist der Pol der gemein- 
schaftliche Punkt der Tangenten in den beiden Schnittpunk- 
ten der Sekante, und ist die Polare eine Tangente, so ist der 
Pol der Berührungspunkt. 

189. In Fig. 108 soll E der Pol und F ein Punkt der 
Polaren sein. Durchschneidet die Gerade EF den Kegel- 
schnitt, so werden die beiden Schnittpunkte durch die Punkte 
E und F harmonisch getrennt Nr. 186g; es liegt folglich einer 
dieser Punkte innerhalb, der andere ausserhalb der Curve, 
so dasa auch E ein Punkt der Polaren sein wird, wenn wir F 
als Pol ansehen. 

Durchschneidet die Gerade EF den Kegelschnitt nicht, 
so wird die Beriihrungssehne der von E ausgehenden Tan- 
genten durch F gehen, denn diese Sehne ist die Polare von E. 
Ist also F ein Punkt der Polaren von E, so ist 
auch umgekehrt E ein Punkt der Polaren von F. 
Man kann denselben Lehrsatz auch so ausdrücken: 
Geht eine Gerade / durch den Pol einer anderen 
Geraden e, so gett auch umgekehrt e durch den Pol 
von/. 

Denn sind E und F die respectiven Pole von e und /, 
so wird, da nach Voraussetzung E auf der Polaren von F 
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liegt, auch F auf der Polaren von E sein, <1. li. e wird durch 
F den Pol von / gehen. 

Zwei Punkte, wie E und F, deren jeder auf der Polaren 
des andern liegt, heissen in Bezug auf den Kegelschnitt 
conjugirte oder reciproke Punkte. Man nennt auch zwei 
solche Geraden, wie e und/, deren jede durch den Pol der 
andern geht, conjugirte oder reciproke Geraden. 

Man kann dem letzten Lehrsatz nun folgenden Ausdruck 
geben : 

Sind zwei Punkte reciprok, so sind auch ihre 
Polaren reciprok und umgekehrt, 

190, Derselbe Lehrsatz kann noch in einer andern 
Form erscheinen: 

Jeder Punkt der Polaren eines Punktes E hat als Polare 
eine durch E gehende Gerade. 

Jede durch den Pol einer gegehenen Geraden e gehende 
Gerade hat einen Punkt von e als Pol *). 

Steifen wir uns mit andern Worten vor, dass ein ver- 
änderlicher Pol F eine gegebene Gerade e durchlaufe, so wird 
die Polare von F stets durch einen fixen Punkt E gehen, 
welcher der Pol der gegebenen Geraden ist; und umgekehrt, 
dreht sich eine Gerade / um einen fixen Punkt E, so be- 
schreibt der Pol von / eine gerade Linie e, welche die Polare 
des gegebenen Punktes E ist. 

Oder auch: Der Pol einer gegebenen Geraden e ist der 
Mittelpunkt desjenigen Büschels, dessen Strahlen die Polaren 
sämmtlicher Punkte von e sind und die Polare eines gege- 
benen Punktes E ist der Ort des Poles derjenigen Geraden, 
welche durch E geben *')■ 

191. Aufgabe. Ein Pol S Aufgabe. Eine Gerade s 
ist gegeben; man soll seine ist gegeben; man soll ihren 
Polare s oonstruiren. Pol S eonstrairen. 

I. Sind fünf Punkte A, B, 0, Sind fünf Tangenten «, 6, c, 

D,E des Kogelschnittes bekannt, </, e des Kegelschnittes bekannt, 

'^) Desarguea, loe. cit., S. 191. 
^'I) Poncelet, loc, ciL, Kr, 195. 
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so hat man nur zwei Transver- 
salen S A und S B zu ziehen 
und die Punkte A' und B' au 
constniiren, in welchen sie die 
Corvezumzweitenmal schneiden. 
Die Gerade s, welche den Schnitt- 
punkt von A B' und A' B mit 
demjenigen von AB und A'B' 
verbindet, wird die Polare des 
gegebenen Punktes sein (169), 
(Fig. 16a.) 




Kegelschnitt sei durch füüf Tan- 
genten a, 6, c, d, e bestimmt 
{Fig. 16B). Wir ziehen durch 
S zwei Transversalen u und v 
und oonstruiren ihre Pole U und 
V; die Gerade UY wird die 
Polare von 8 sein (190). Zur 
grösseren Einfachheit ziehen wir 
die Transversale u durcli den 
Punkt ab] nachdem die Tan- 
gente c' gezogen wurde (124), 
welche durch den Punkt uc 
geht, wird der Pol U der Schnitt- 
punkt der Diagonalen des Vier- 
seits ach c' sein. Kachdem 
ebenso die Transversale v durch 



so liat man nur durch die 
Punkte s a und s b die zweiten 
Tangenten a' und b' au ziehen 
(Nr. 124, links). Die Diago- 
nalen des Vierseits aba' b' wer- 
den sich in einem Punkte S 
schneiden, welcher der Pol der 
gegebenen Geraden sein wird 
(Fig. 164). 




Setzen wir voraus, der Kegel- 
schnitt sei durch fünf Punkte 
A, B, C, D, E bestimmt (Fig. 166). 
Wir nehmen zwei Punkte U und 

V auf s und construiren ihre 
Polarea m und v. Der Punkt 
UV wird der Pol von s sein (190), 
Zur grösseren Einfachheit neh- 
men wir den Punkt TJ auf der 
Geraden AB; nachdem jetzt 
der Durchschnitt C des Kegel- 
schnittes mit der Geraden U C 
construirt ist, wird die Polare u 
die Verbindungslinie der Schnitt- 
punkte derGegenseiten des Vier- 
ecks ACBO' sein, Ist ebenso 

V ein Punkt der Geraden A C 
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den Punkt a c z. B. gezogen 1 a. B, und wird der Schnittpunkt 
und die Tangente b' constvuirt I B' des Kegelschnittes mit V B 
worden ist, welche durch den eonstruirt, so wird die Polare 





Punkt «6 geht, wird der Pol V i v diejenige Gerade sein, welche 
der Schnittpunkt der Diagona- die Schnittpunkte der Gregen- 
len des Vieraeits nie 6' sein. j Seiten des Vierecks ABCB' 
verhindet. 



192. In Fig. 166 a mögen E und F zwei recipi'oke Punkte 
und G der Pol der Geraden EF sein; G wird sowohl zu E 
als zu F ein reciproker Punkt sein, d. h. die drei Punkte E, 
F, G sind paarweise reeiprok. Daraus folgt, dass jede Seite 
des Dreiecks E F G die Polare der Gegeneeke ist und dass 
die drei Seiten paarweise recipi'oke Geraden sind. 

Ein solches Dreieck, wie EFG, in welchem jeder Eck- 
punkt der Pol der gegenüberliegenden Seite ist, heisst con- 
jugirtes Dreieck oder Poldreieck des Kegelschnittes. 

193. Soll ein Poldreieok eonstruirt werden, so kann man 
einen Eckpunkt E (Fig. 166 a) beliebig wählen; man construire 
dann die Polare von E, nehme auf dieser Geraden einen heliebi- 
gen Punkt F und construire endlich die Polare von F. Diese 
wird durch E gehen, weil die Punkte E und F reeiprok sind. 
Ist G der Schnittpunkt der Polaren von E und F, so werden E 
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md G-, F und G Paare reciproker Punkte sein, also ist EFCI 
lin Poldrei Bok. 

Mit anderen Worten: ist E ein beliebiger Punkt und aiebt 
nan dnrch E irgend zwei Transversalen, welche den Kegelschnitt 

Fig, 166 a. 




in A und D, B und C schneiden; ist ferner F der SuLnittpunkt 
von AO und BD, G derjenige von AB und CD, so wird EEG 
ein Poldreieck sein. 

Man könnte auch eine Gerade e beliebig nehmen, ihren Pol 
E construiren, durch E eine beliebige Gerade f ziehen, die Pole 
von e und f durch die Gerade 3 verbinden und das Dreiock effj 
wird ein Poldreieck sein; denn die Geraden e, f, g sind paar- 
weise reciprok. 

Hachdeni eine Gerade e beliebig gewählt wurde, kann man 
die Tangentenpaare a und d, b und c aus zweien ihrer Punkte 
ziehen: verbindet f die Punkte a c und b d, und g dio Punkte a b 
und cd, so wird efg ein Poldreieek sein. 

194. Mit dem eben Gesagten ist folgende Eigenschaft 
erwiesen : 

I. Die Diägonalpiinkte des vollständigen Vier- 
ecks, das aus vier beliebigen Puükten eines Kegel- 
schnittes gebildet wird, sind die Eckpunkte eines 
Poldreiecks. Die Diagonalen des vollständigen Vier- 
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seits, das von vier beliebigen Taagenten an den 
Kegelschnitt gebildet wird, sind die Seiten eines 
Poldreiecks *). 

Oder auch; 

Die Diagonalpunlite eines vollständigen Vierecks sind die 
Eckpunkte eines Poldreieclcs zu jedem dem Viereck umschrie- 
benen Kegelschnitt. Die Diagonalen eines vollständigen Vier- 
seits sind die Seiten eines Poldreiecks zu jedem dem Vierseit 
eingeschriebenen Kegelschnitt. 

II. Ana den Eigenschaften der umscliriebeiien Vierseite 
und der eingeschriebenen Vierecke (129—135) folgt überdies 
(Fig. 166 a): 

Ist EFG ein Poldreieck eines gegebenen Kegelschnittes und 
ABC ein derselben Curve eingeschriebenes Dreieck, von welchem 
zwei Seiten beziehungsweise durch die Eckpunkte G und E gehen, 
so wird die dritte Seite B C durch den dritten Eckpunkt E gehen 
und jede Seite des eingeschriebenen Dreiecks wird durch den 
entsprechenden Eckpunkt des Poldreiecks und die Verbindungs- 
linie der beiden andern Eckpunkte harmonisch getheilt, 

Die drei Geraden EA, PB, CG laufen in einem Punkte D 
der Curve zusammen, daraus folgt, dass die beiden Dreiecke col- 
linear sind; folglich schneiden sich die drei Linienpaare EG und 
BC, GE und CA, EF und AB in drei P^inkten einer Geraden. 

"Wir überlassen dem Studirenden die Mühe, die correlative 
Eigenschaft auszusprechen *'), 

195. Von den drei Eckpunkten des Dreiecks E F G ist 
immer der eine innerhalb, die beiden andern ausserhalb der 
CuiTO. Denn ist E ein Innenpunkt, so schneidet die Polare 
von E den Kegelschnitt nicht; folglich sind F und G Aussen- 
punkte; ist aber E ein Aussenpunkt, so schneidet die Polare 
von E die Cui-ve und ihre Schnittpunkte sind durch F und 
G harmonisch getrennt, also liegt der eine dieser Punkte 
innerhalb, der andere ausserhalb der Curve. 

Aus dieser Eigenschaft und derjenigen von Nr. 188 schlies- 

') Desar^ues, loc cit,, S. 186, 
"1) Poncelet, loc, cit., S, 104. 
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seil wir, däss zwei Seiten des Poldreiecks stets die Gurve 
sciiDeiden, die dritte aber ganz ausserhalb liegt. 

196. Setzen wir voraus, dass zwei vollständige A'ierecke 
ABCD und A'B'C'D' (Fig. 167) die iiäniHchen Diagonal- 
punkte E, F und G haben, d. h, dass 

BC, AD, B'C, A'D' im Punkte E, 
CA, BD, CA', E'D' „ „ F, 
AB, CD, A'B', CD' „ , G 
zusammenlaufen. 

Befindet sich z. B. Punkt A' auf AB, so muss, da A'K 
und AB durch G- gehen, auch B' auf AB liegen; da ferner AB 




oder A'B' durch die Geraden GE und GF von CD, sowie 
von C D' harmonisch getrennt sein muss , so Hegen die 
Punkte C, D, C, D' auf derselben Geraden oder die acht 
Punkte A, B, C, D, A', B', C, D' liegen auf zwei Geraden 
(Fig. 167). 

Schhessen wir diesen Fall aus, d. h. setzen wir voraus, 
dass man durch die fünf Punkte A, B, C, D, A' einen Kegel- 
schnitt legen könne, so behaupten wir, dass die Punkte B', 
C, D' auf dem nämlichen Kegelschnitt liegen (Fig. 168). Denn 
weil G der Pol von EF ist (da E, F und G die Diagonal- 
punkte des eingeschriebenen Vierecks ABCD sind), so sind 
die beiden Schnittpunkte des Kegelschnittes und der Trans- 
versalen GA'B' durch den Pol G und die Polare EF har- 
monisch getrennt; aber der eine dieser Schnittpunkte ist A', 
folglich ist der andere B'; denn weil E, F und G auch die 
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Diagonalpunkte des Vierecks A'E'C'D' sind, so sind die 
Punkte A' und E' durch G und EF harmonisch getrennt. 
Man beweist ebenso, dass die Punkte C und D' dem Kegel- 
schnitte angehören. Oder: 

Haben zwei vollständige Vierecke dieselben 
Diagonalpunkte, so liegen die acht Eckpunkte ent- 
weder aufzwei Geraden oder auf einem Kegelschnitt. 




Da die Geraden AB und A'B' in G zusammentreffen, 
so schneiden sich sowohl die Geraden AA' und BE' als die 
Geraden AB' und A'E auf EF, der Polaren von G. Diese 
Eigenschaft führt zu dem Verfahren, den Punkt E' zu construi- 
ren, wenn die Punkte A, B, C, D, A' gegeben sind. Der 
Punkt C wird als Schnittpunkt der Geraden A'F und E'E 
und der Punkt D' als Schnittpunkt der Geraden B'F, A'E 
und CG gefunden. 

197. Ich setze jetzt voraus, dass zwei Kegelschnitte vier 
gemeinsame Tangenten a, b, c, d haben, also demselben Vier- 
seit eingeschrieben sind. Die vier Berührungspunkte des einen 
sollen A, B, C, D, die vier Berührungspunkte des andern A', 
B', C, D' sein. Vermöge des Lehrsatzes von Nr. 132 hat das 
von den Diagonalen des umschriebenen Vierseits ab cd ge- 
bildete Dreieck die Diagonalpunkte des eingeschriebenen Vier- 
ecks ABCD und ebenso die Diagonalpunkte des Vierecks 
A'B' CD' als Eckpunkte; also haben die Vierecke ABCD 
und A'B' CD' die nämlichen Diagonalpunkte. Folglich liegen 
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nach (lern vorhergehenden Lehrsatze (196) die acht Punkte 
A, B, C, D, A', B', C, 1)' alle entweder auf Kwei Geraden 
oder auf einem Kegelschnitt. 

198. Vertauscht man, wie gewöhnlich, die Punkte mit 
den Geraden, so können die correlativen Sätze bewiesen wer- 
den, d. h.: 

Haben zwei vollständige Vierseite dieselben 
drei Diagonalen, so gehen entweder die acht Seiten 
durch zwei Punkte (vier durch den einen und vier 
durch den andern) oder sie sind Tangenten an den- 
selben Kegelschnitt. 

Schneiden sich zwei Kegelschnitte in vier Punkten, so 
gehen die acht Tangenten in diesen Punkten entweder alle 
durch zwei Punkte (vier durch den einen und vier durch den 
andern) oder sie sind Tangenten an denselben Kegelschnitt *). 

199. Gibt man die Diagonalpunkte E, F, G und einen 
Eckpunkt A eines Vierecks ABCD. so ist das Viereck voll- 
ständig bestimmt und kann constiuirt werden. Denn D ist 
derjenige Punkt von A E , der durch E und G F von A har- 
monisch getrennt ist; ebenso ist C derjenige Punkt von AF, 
der durch F und G E von A harmonisch getrennt ist und B 
ist derjenige Punkt von AG, der durch G und EF von A 
harmonisch getrennt ist. 

Hat man andererseits einen Kegelschnitt und ein Pol- 
dreieck EFG, so kann man auf der Curve einen Punkt A 
als Eckpunkt eines eingeschriebenen Vierecks ABCD neh- 
men, dessen Diagonalpunkte E, F und G sind (die andern 
Eckpunkte B, C und D sind die zweiten Schnittpunkte des 
Kegelschnittes mit den Geraden AE, AF und AG). Daraus 
folgt; 

Alle durch einen gegebenen Punkt A gehenden 
Kegelschnitte mit demselben Poldreieck EFG gehen 
durch drei andere bestimmte Punkte B, C, D. 

<■) Staudt, loc. cit,, Nr. S93. 
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200. Die Aufgabe: „Den Kegelsclinitt zu oonstr'uiren, der 
durch zwei gegebene Punkte A und A' geht und zu welchem 
das gegebene Dreieck E F G Poldreieck ist," wird auf folgende 
Art gelöst; 

Man wird, so wie wir obea gezeigt haben, die drei Punkte 
B, 0, D eonatruiren, welolie mit A ein vollständiges Viereck bil- 
den, dessen Diagonalpunkte E, P und G sind. So kennt man daun 
fünf Punkte A, A', B, G, D dos Kegelachnittes und kann mit 
Hülfe des Pascal'schen Satzes noch weitere Punkte finden. Man 
könnte auch die drei Punkte B', C, D' construiren, welche mit 
A' ein vollständiges Viereck bilden, dessen Diagonalpunkte E, 
P und G sind; die acht Punkte A, B, 0, D, A', B', C, D' 
würden dem gesuchten Kegelschnitte angehören. 

201. Nehmen wir an, es handle sich darum, einen Kegel- 
schnitt zu beschreiben, der vier gegebene Geraden a, b, c, d be- 
rühre und durch einen gegebenen Punkt S gebe (Pig. 169). Die 
Diagonalen des Vierseits ab cd büden ein Poldreieck E F G des 

construirt man also die drei Punkte P, Q, R, 



Fis. 1 




welche mit S ein Viereck bilden, dessen Diagonalpunkte E, P 
und G sind, so gehören die drei so coustruirten Punkte ebenfalls 
dem verlangten Kegelschnitte an. Es kann aber vorkommen, 
dass kein Kegelscknitt der Aufgabe genügt, sowie auch, dass 
zwei solche Curven existireu (170, rechts); in diesem zweiten 
Falle also werden, da die Construetion der Punkte P, Q und R 
linear ist, die beiden Kegelschnitte durch diese Punkte gehen. 
Oder: 
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Habon zwei demselben Viereeit ahcd eingeseiirie- 
bene Kegelschnitte einen gemeinsamen Punkt S, so 
schneiden sie sicli in drei anderen Punkten P, Q und E 
und das von den Diagonalen des umschriebenen Vier- 
seits ab cd gebildete Dreieck fällt mit dem von den Dia- 
gonalpunkten des eingeschriebenen Vierecks PQB,S 
gebildeten Dreieck zusammen. 

Was nun die Construction der Punkte P, Q und E und spe- 
ciell des Punktes P anbetrifft, welcher auf der Geraden E S liegt 
(Fig. 169), 30 bemerken wir, dass die Punkte P und S durch E 
und FG harmonisch getrennt sein müssen (186); aber die durch 
E gehende Diagonale (a 6) (c rf) wird ebenfalls in E und I" har- 
monisch getheilt; wir haben also zwei harmonische Gebilde, die 
wegen dem entsprechend gemeinschaftlichen Punkte E perspec- 
tivisch sind, folglich laufen die Geraden P {ab), S (cd), F G, 
welche die anderen Paare entsprechender Punkte verbinden, in 
einem Punkte zusammen (44, 62), Man muss also S mit einem 
Endpunkt einer der durch E gehenden Diagonalen, a, B, mit dem 
Punkte cd, verbinden; diese Gerade wird F G in einem Punkte 
treffen, den man mit dem andern Endpunkte derselben Diago- 
nalen, nämlich mit dem Punkte ab durch eine Gerade verbinden 
wird, welche ES in dem gesuchten Punkte P schneidet*). 

202. Die correlativen Sätze und Constructionen , an deren 
Beweisen der Studirende wohl thun wird, sich, zu üben, sind 
die folgenden; 

AUe eine gegebene Gerade berührenden Kegel- 
schnitte, welche ein gegebenes Dreieck als Pol- 
dreieck haben, berühren drei andere bestimmte 
Geraden. 

Den Kegelschnitt zu construiren, welcher zwei gegebene Ge- 
raden berührt, und ein gegebenes Dreieck als Poldreieck hat, 

Haben zwei demselben Viereck umschriebene 
Kegelschnitte eine gemeinsame Tangente, so haben 
sie noch drei andere Tangenten gemeinsam. 

Die drei gemeinsamen Tangenten zweier Kegelschnitte zu 
construiren, welche durch vier gegebene Punkte gehen und eine 
gegebene Gerade berühren (170, links), 

^) Brianclion, loc. dt,, S. 45. — MacUurJii, De lin, Geom. §43. 
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In Figur 170 
iagonalp unkte 1 

L und P die Sciinittpunkti 



N 



R 



A B D ein vollständiges Viereck, 
und Gr sind; ferner seien 

1 F G mit A D und B 0, 
GE „ BD „ CA, 
EF „ CD ,, AB. 



Die sechs so erhaltenen Punkte sind die Eckpunkte i 
vollständigen Vierseits, denn das Dreieck EFG ist zu jeden 




Dreiecke ABC, "DGB, CDA, BAD collinear; die respeotiven 
OoUineationacontren sind D, A, B, 0. Daraus folgt, dass die 
vier Temen von Punkten PQB, PMN, LQN, LME. auf eben 
so vielen Geraden (Collineationsaxen) liegen. 

Diese vier Geraden b'lden e'n Verse't des&en Da^onalen 
LP, MQ, NR das Dre eck E F C büde Da aus f Igt dass 
der dem Viereck A B C D e gesch ebene 1 lu cb L gehende 
Kegelschnitt auch durch 1 e P nktt: N P nd E, geht (''Ol) o 
gibt es auch einen dem VeekABDO einge hr ebenen Ke^,«! 
schnitt, der durch R, M N uni Q geht 1 e nen len "\ e eck 
AOBD eingeschriebenen ler \ ch Q P M unl L geht 

Für jeden dieser Kegelschnitte snlde e duchleF„ 
gegebenen Tangenten ( 1 e e 'üe ten des voUstan I gen ^ ere k 
ABCD) harmonisch; folgl ch s nd ea a ch d e e Be h ngs 
punkte (111, 161), Betr chten naml h eme bei eb ge Se te 

dieses Vierecks, A B z Be sp el s hi den w d eaell e n d 
Punkten R und G härm n seh ^E-the It ( las ae j,t l e Bet htun^ 
des vollständigen Viereck? CDEF de P nkte A B tr nl 
die Schnittpunkte der Tange te A B m t den d e ul ge Tan 
genten, während E de Be h ng&j nkt de e sten T ngente 
ist; also werden die ^ e 1 „eut nl heelelbg nl 
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Tangente des betrachteten Kegelschnittes in vier harnionisciien 
Punkten geschnitten *). 

Ist AB CD ein Parallelogramm, so rücken die Punkte E, 
G, M, Q ins Unendlicliö und LNPß wird auch ein Paral- 
lelogramm. Von den drei olien betrachteten Kegelschnitten wird 
in diesem Fall der erste eine Ellipse sein , ■welche die Seiten 
des Parallelogramms ABOD in ihren Mittelpunkten berührt; der 
aweite ist eine Hyperbel, welche die Saiten AB und CD in ihren 
Mittelpunkten berühTt und die Asymptoten A C und BD hat; der 
dritte ist eine Hyperbel {mit denselben Aayraptoten) , welche die 
Seiten A D und B G in ihren Mitten berührt. 

204. In Bezug auf ein umschriebenes Vierseit haben wir 
schon in Nr. 136 aus der Folgerung des Lehrsatzes von 
Brianchon (135) das Verfahren abgeleitet, nach welchem die 
Tangenten eines Kegelschnittes construirt werden können, 
von dem drei Tangenten a, b, c und zwei Berührungspunkte 
B und C gegeben sind (Fig. 108), Verbinden wir einen be- 
liebigen Punkt E von B C mit den Punkten ab und ac; diese 
Geraden g und / werden beziehungsweise c and b in zwei 
Punkten treffen, durch welche man nur eine Gerade zu legen 
hat, um eine Tangente d des Kegelschnittes zu bekommen. 
Die vier Tangenten a, ö, c, d bilden ein vollständiges 
Vierseit, von welchem zwei Diagonalen g ^ (ab) (cd) und 
/^ (ac) (bd) in E zusammentreffen; also muss (135) die 




Berfthrungssehne AD der Tangenten a und d die Eerührungs- 
sehne B C der Tangenten h und c ebenfalls in E schneiden. 

'0 Steiner, loc. cit., S. 160, g 43, 4. — Staudt, 
Geometrie der Lage (Kürnberg, 1856, S. 57, 60), Nr. 329. 
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Die durch T, imcl die Punkte ai und ac gezogenen Geraden 
sind zwei Diagonalen des Vierseits ab cd, also reciproke Ge- 
raden; daraus folgt (Fig. 171): 

Ist ein Dreiseit «öc einem Kegelschnitt umschrieben, so 
sind die Yerbindungslinien eines beliebigen Punktes E der 
Polaren eines Eckpunktes (6 c) mit den beiden andern Eck- 
punkten (ab) und (ac) reciproke Geraden. 

Oder umgekehrt: Sind zwei Geraden (c, b) Tangen- 
ten an einen Kegelschnitt, so schneiden zwei reci- 
proke Geraden {/, p), die aus einem beliebigen 
Punkt (E) der Berührungssehne gezogen werden, 
die beiden gegebenen Tangenten in Punkten, die 
einer dritten Tangente (a) angehören. 

205. Wir werden nun die con-elative Eigenschaft dar- 
legen und zu dem Zwecke annehmen, es seien drei Punkte 
A, B, C eines Kegelschnittes und die Tangenten b und c in 
zweien dieser Punkte gegeben (Fig. 108), Eine durch den 
Punkt bc beliebig gezogene Gerade e trifft AB und Ä in 
zwei Punkten G und F; die Geraden G und FB sehneiden 
sich in einem Punkte D des Kegelschnittes. 

Die vier Punkte A, B, D , C bilden ein vollständiges 
Viereck, von welchem zwei Diagonalpunkte auf e liegen; also 
werden der Punkt bc und der Schnittpunkt der Tangenten 
in A und D auf e fallen (129). Die Punkte G und F sind 
als Diagonalpunkte des Vierecks AB CD reciprok; folglich 
(Fig. 171): 

Ist ein Dreieck ABC einem Kegelschnitt eingesehrieben, 
so sind die Punkte F und G, in welchen zwei Seiten von 
einer beliebigen durch den Pol S der dritten Seite gezogeneu 
Geraden geschnitten werden, reciprok. 

Oder umgekehrt: Verbindet man zwei gegebene 
Punkte B, C eines Kegelschnittes mit zwei reeipro- 
ken Punkten G, F, die mit dem Pol S der Verbin- 
dungssehne der gegebenen Punkte BC in einer Ge- 
raden liegen, so schneiden sich diese Geraden in 
einem Punkte A der Curve. 
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§ 21. Centruiu und Durchmesser. 

206, Nehmen mr einen unendlich fernen Punkt als Pol 
(Kig, 172) unii ziehen durch diesen Pol eine Transversale, 
welche den Kegelschnitt in zwei Punkten A und A' schnei- 




det. Das Segment AA' wird durch den Pol und einen Punkt 
der Polaren harmonisch gethcilt (186); der Punkt der Polaren 
wird also die Mitte von AA' sein (52); mit anderen Worten: 

Zieht man in einem Kegelschnitt eine beliebige 
Anzahl paralleler Sehnen, so ist der Ort ihrer Mit- 
telpunkte eine Gerade und diese Gerade ist die 
Polare des unendlich fernen Schnittpunktes der 
Sehnen *), 

Man nennt diese Gerade Durchmesser in Bezug auf 
die Sehnen, welche er halbirt. Trifft der Durchmesser den 
Kegelschnitt in zwei Punkten, so werden diese die Berüh- 
rungspunkte der nach dem Pol gerichteten Tangenten, d. h. 
derjenigen Tangenten sein, welche den halbirten Sehnen pa- 
rallel sind. Zieht man die Tangenten an die Endpunkte A 
und A' einer dieser Sehnen, so werden sie sich in einem 
Punkte des Durchmessers schneiden. Sind AA' und BB' 
zwei halbirte parallele Sehnen, so schneiden sich die Gei'aden 
A B und A' B', sowie die Geraden A B' und A' B auf dem 
Durchmesser (186). 

Kann man umgekehrt aus einem Punkte des Durchmes- 



*) Apollo- 
28— Sl, U-Sl. 



Coni 



iJb. I, 46, 47, 48; lib. ü, 5, 6, 7, 
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sevs zwei Tangenten a und a an den Kegelschnitt zielien, 
so wird die Berührungsseline A A' durch den Durchmesser 
halbirt; und zieht man durch diesen Punkt eine Gerade, 
welche mit dem Durchmesser die beiden Tangenten harmo- 
nisch trennt, so wird diese Gerade den halbirten Sehnen 
parallel sein. Zieht man ans zwei Punkten des Durchmessers 
zwei Tangentenpaare a und a\ b und b\ so wird die Ver- 
bindungslinie der Punkte a b und a' b\ sowie die Verbindungs- 
linie der Punkte a b' und a' b ebenfalls den halbirten Sehnen 
parallel sein (187). 

207. Jedem unendlich fernen Punkte, d. h, jedem Bü- 
schel paralleler Sehnen entspricht ein Durchmesser. Alle 
Durchmesser gehen durch denselben Punkt; denn sie sind 
die Polaren der Punkte einer und derselben, nämlich der un- 
endlich fernen Geraden; der Schnittpunkt der Durehmesser 
ist der Pol der unendlich fernen Geraden (190). 

208. Da die unendlich ferne Gerade eine Tangente an 
die Parabel und ihr Berührungspunkt der Pol dieser Geradon 
ist (188), so sind alle Durchmesser der Parabel unter sich 
parallel (oder nach dem unendlich fernen Punkte gerichtet) 
(207); und umgekehrt ist jede Gerade, welche die Parabel 
in unendlicher Ferne schneidet, ein Durchmesser derselben. 

209. Ist S ein beliebiger Punkt, ans weichem man zwei 
Tangenten a und a an den Kegelschnitt ziehen kann (Fig. 172), 




so wird die Beröhrungssehne A A' oder die Polare von S von 
dem durch S gehenden Durchmesser in R halbirt; denn S 
und der unendlich ferne Punkt von A A' sind reciproke 

L. Cremona, Eiern, ä. project, Geometrie, 16 
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Paukte. Schneidet der Durchmesser die Curve in M und M',, 
so sind die Tangenten in diesen Punkten der Sehne AA' iia- 
rallel und eben diese Punkte sind durch den Pol S und seine 
Polare A A' harmonisch getrennt (186). 

Ist also der Kegelschnitt eine Parabel (Fig. 173), in 
welchem Falle der Punkt M' unendlich ferne rückt, so ist der 
Punkt M die Mitte des Segmentes SR oder: 

Die Gerade, welche den Mittelpunkt einer Pa- 
rabelsehne mit ihrem Pole verbindet, wird durch 
die Curve halbirt *). 

210. Ist der Kegelschnitt keine Parabel, so ist die un- 
endlich ferne Gerade nicht mehr Tangente der Cm-ve, folg- 
lich ist der Pol dieser Geraden, oder der Schnittpunkt der 
Durchmesser, ein Punkt in endlicher Entfernung. Da zwei 
Punkte des Kegelschnittes, die mit dem Pol in einer Geraden 
liegen, durch den Pol und die Polare hannonisch getrennt 
sind (186), so ist der Pol die Mitte zwischen den beiden 
Curvenpunkten , wenn die Polare unendlich fern ist. Jede 
Sehne des Kegelschnittes also, welche durch den Pol der un- 
endlich fernen Geraden geht, wird durch diesen Punkt halbirt. 

Wegen dieser Eigenschaft heisst der Pol der unendlich 
fernen Geraden oder der Schnittpunkt der Durchmesser der 
Mittelpunkt des Kegelschnittes. 




Trägt mau die allgemeinen Eigenschaften des Poles und 
der Polaren (186, 187) auf den Mittelpunkt und die unend- 
lich ferne Gerade über, so erhält man (Fig. 174); 

Sind Ä und A' zwei Punkte des Kegelschnittes in ge- 

'>) ApoIIüDius, lofi. cit., IIb. I, -65. 
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rader Linie mit dem Ceiitrum, so sind die Tangenten in A 
und A' parallel. 

Sind Ä und A', B und B' zwei Punktenpaare des Kegel- 
schnittes in gerader Linie mit dem Ceiitruai, so sind die Ge- 
raden AB und Ä'B', sowie die Geraden AB' und A' B pa- 
rallel und die Figur A B A' B' ist ein Parallelograinm. 

Sind a und d zwei pai'allele Tangenten, so geht ihre 
Berührungssehne und die Gerade, welche den Streifen aa! 
halbirt, durch den Mittelpunkt. 

Sind a und a\ h und h' zwei Paare paralleler Taugen- 
ten, so geht die Verbindungslinie der Punkte ah und a' h' 
und die Verbindungslinie der Punkte ah' und a' h durch 
das Centrmn; ist mit andern Worten aba'b' ein umschrie- 
benes Parallelogramm, so schneiden sich die Diagonalen im 
Centrum. 

211. Ist der Kegelschnitt eine Hyperbel, so schneidet 
die unendlich ferne Gerade die Curve, folglich ist der Mittel- 
punkt ein Punkt ausserhalb der Curve (188), in welchem die 
Tangenten an die unendlich fernen Punkte, d. h. die Asym- 
ptoten sich schneiden (Fig. 181). 

Ist der Kegelschnitt eine Ellipse, so trifft die unendlich 
ferne Gerade die Curve nicht, folglich ist der Mittelpunkt 
innerhalb der Curve (Fig. 174, 175). 




212. Zwei Durchmesser des Kegelschnittes (Ellipse oder 
Hyperbel *) heissen conjugirte, wenn sie reciproke Geraden 

") In (Her Parabel hat ea keine Paare conjflgirtcr Dui chmeEEer ; denn 
weil der Mittelpunkt unendlich ferne liegt , fällt der Durclimesser, 
welcher lu dec durch einen gegebenen Durclimesser halbirlen Sehnen pa- 
rallel ist, mit der unendlich fernen Geraden zneaniuien. 
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sind, (1. li. wenn der erste durch den Pol des zweiten luic! 
folglich der zweite durch den Pol des ersten geht (189). 

Da der Pol eines Burchmeasers der unendlich ferne 
Punkt derjenigen Sehnen ist, welche er hiilhirt, so ist der 
conjugirte Durchmesser b' eines Durchmessers b iiarallel zu 
den durch b halbirten Sehnen; umgekehrt halhirt b' die Seh- 
nen , die parallel b sind '"}. 

Zwei conjugirte Durchmesser und die unendlich ferne 
Gerade sind die Seiten eines conjugirten Dreiecks oder Pol- 
dreiecks (192), von welchem der Mittelpunkt ein Eckpunkt 
ist; die beiden andern Eckpunkte sind unendlich ferne. 

Da in einem Poldreieck zwei Seiten den Kegelschnitt 
durchschneiden, während die dritte ganz ausserhalb liegt 
(195) und weil die unendlich ferne Gerade für die Hyperbel 
eine Sekante ist, für die Ellipse aber nicht, so folgt daraus, 
dass von zwei conjugirten Durchmessern der Hyperbel nur 
ein einziger die Curve schneidet, während die EUipse von 
allen ihren Durchmessern geschnitten wird. 

213, Aufgabe, Eünf Punkte A, B, C, D, E öir.ea 
Kegelschnittes sind gegeben; man soll dessen Centrum 
construiren. 

Man hat nur die in Nr. 191 rechts II gsgebone Coiistriiciiüo 
au wiederholen, indem man annimmt, diiss die Gerade s unencllich 
ferne liege. Man wird den Punkt C suchen, in weichem der 
Kegelschnitt von einer durch C zu A B parallel gezogenen Ge- 
raden aunj zweitenmal geschnitten wird , hierauf den Punkt H' 
bestimmen, wo der Kegelschnitt von der durch B gezogenen Pa- 
rallelen zu A C zum zweitenmal getroffen wird; die Gerade m, 
welche die Schnittpunkte der Gegenseiten des Vierecks A C B 0' 
verbindet und die Gerade v, welche die Schnittpunkte der Gegen- 
seiten des Vierecks AB OB' verbindet, werden sioli in dem ge- 
suchten Punkte 0, dem Pol der unendlich fernen Geraden oder 
dem Centrum des Kegelschnittes schneiden. 

Die Geraden u und v sind die in Bezug auf A B und A 
conjugirten. Durchmesser; zieht man durch die Gerade «' pa- 

<') ApoHoriius, lot. cit.. Üb, II, 20. 
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i-aUel AB und ttie Gerade w' parallel AC, so werden uu' und 
I)' zwöi Paare conjugirter Durchmesser sein. 

Ist der Kegels elmitt durch fünf Tangenten beBtimmt, so iindet 
man seinen Mittelpunkt durch ein Verfahren, clas weiter unten 
(239) auseinandergesetzt wird. 

214. Vier Tangenten an einen Kegelschnitt bilden ein 
vollständiges .Vierseit, dessen Diagonalen die Seiten eines 
Poldreiecks sind (194). Nehmen wir an, dass diese Tangen- 
ten paarweise parallel sind (Fig. 174), so rilckt eine Diago- 
nale ins Unendliche, die beiden 'andern sind also conjugirte 
Durchmesser (212) oder: 

In jedem Parallelogramm, das einem Kegel- 
schnitt umschrieben wird, sind die Diagonalen zwei 
conjugirte Durchmesser. 

Die Berührungspunkte der vier Tangenten bilden ein 
vollständiges Viereck, dessen Diagonalpunkte die Eckpunkte 
des Poldreiecks sind (132, 194). Ein Diagonalpunkt dieses 
Vierecks ist der Mittelpunkt des Kegelschnittes, die beiden 
andern sind unendlich ferne, d. h, die sechs Seiten des Vier- 
ecks sind die Seiten und Diagonalen eines eingeschriebenen 
Parallelogramms; die Seiten sind paarweise den Diagonalen 
des umschriebenen Parallelogramms parallel und die Diago- 
nalen sehneiden sich im Centrum. 

215. Stelleu wir uns umgekehrt (Fig. 174) ein beliebi- 
ges, eingeschriebenes Parallelogramm ÄBÄ'B' vor und be- 
trachten es als ein vollständiges Viereck; da seine drei Dia- 
gonalpunkte die Eckpunkte eines Poldreiecks sein müssen, 
so wird der eine Mittelpunkt des Kegelschnittes und die bei- 
den andern die unendlich fernen Punkte von zwei coujugirten 
Durchmessern sein, oder: 

In jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen 
Parallelogramm sind die Seiten zwei conjugirten 
Durchmessern parallel und schneiden sich die Dia- 
gonalen im Centrum. Oder auch: 

Die beiden Sehnen, welche einen veränderli- 
chen Punkt A eines Kegelschnittes mit den End- 
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inuikteii eines fosteii Durchmessers BB' verbinden, 
sind immer zwei conjiigirten Durchmessern parallel. 

216. Aus Nr. 214 schliesst man unmittelbar: Zwei pa- 
rallele Tangenten (o, «') werden von zwei conjugirten Durch- 
messern in vier Punkten geschnitten, die mit einander ver- 
bunden, zwei andere parallele Tangeuten (b, b') geben. 

Zieht man durch die Endpunkte (A, A')' eines Durch- 
messers Parallele zu zwei conjugirten Durchmessern, so treffen 
sie sich in zwei Punkten der Curve, die mit einander ver- 
banden, einen andern Durchmesser geben. 

Sind zwei parallele Tangenten o, o' mit den Berührungs- 
punkten A und A' und eine dritte Tangente b gegeben und 
zieht man aus dem Punkte A eine Parallele zu dem durch 
a b gehenden Durchmesser, so triflft diese die dritte Tangente 
b in ihrem Berührungspunkte B. 

Sind zwei parallele Tangenten a und a', ihre Beriiln'uugs- 
punkte A und A' und ein anderer Punkt B des Kegelschnittes 
gegeben, so wird die Tangente in B die eine Tangente a in 
einem Punkte desjenigen Durchmessei^ schneiden, der pa- 
rallel A'E geht und die andere Tangente a' in einem Punkte 
desjenigen Durchmessers treffen, der parallel AB ist. 

217. Nehmen wir jetzt an, der Kegelschnitt sei ein 
Kreis (Fig, 176), d. h, der Ort des Scheitels eines rechten 




Winkels AMB, dessen Schenkel AM und BM sich um zwei 
feste Punkte A und B drehen. Diese beweglichen Schenkel 
erzeugen zwei gleiche und daram projectivische Büschel; also 
wird die Tangente in A derjenige Strahl des ersten Büschels 
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sein, welcher dem Strahl BA des zweiten Büschels eiitspi'icht 
(K)7). Die Tangente in A rauss also mit BA einen rechten 
Winkel bilden; ebenso wird die Tangente in B auf AB senk- 
recht stehen. Da die Tangenten in A und B parallel sind, 
so ist Ä B ein Durchmesser und der Punkt 0, die Mitte von 
AB, ist der Mittelpunkt des Kreises (210). 

Da AB ein Durchmesser ist, so werden die Geraden 
A M und B M die Richtungen von zwei conjugirten Durch- 
messern haben, welches auch die Stellung des Punktes M sein 
mag (215); also: 

Zwei conjugirte Durchmesser des Kreises stehen 
immer senkrecht aufeinander. 

Da die Diagonalen jedes dem Kreis umschriebenen Pa- 
rallelogramms conjugirte Durchmesser sein müssen, so schnei- 
den sie sich unter einem rechten Winkel; also ist jedes 
einem Kreis umschriebene Parallelogramm ein Rhom- 
bus, In einem Rhombus ist der Abstand von zwei Gegen- 
seiten gleich demjenigen der beiden andern; wenn wir also 
in dem umschriebenen Rhombus zwei Gegenseiten verändern, 
indem wir die beiden andern festhalten, so sehen wir, dass 
der Abstand von zwei parallelen Tangenten constant ist. Der 
Abstand von zwei parallelen Tangenten ist diejenige Gerade, 
welche ihre Berührungspunkte verbindet; denn diese Gerade 
die ein Durchmesser ist, schneidet den conjugirten Durch- 
messer und die ihm parallelen Tangenten unter rechten Win- 
keln; also sind alle Durchmesser gleich. 

Die Diagonalen jedes eingeschriebenen Parallelogramms 
sind Durchmesser, diese sind aber alle gleich, folglich sind 
alle eingeschriebenen Parallelogramme Rechtecke. 

218. Hat man in irgend einem Kegelschnitt (Fig. 172) 
■eine beliebige Gerade s mit dem Pol S, so werden die mit s 
parallelen Sehnen von dem durch S gehenden Durchmesser 
halbirt; denn S und der unendlich ferne Punkt von s sind 
reciproke Punkte, also geht die Polare des zweiten Punktes 
durch den ersten. Wir können auch sagen: 

Ist ein Durchmesser demjenigen zugeordnet, der 
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cluTCh einen gegebenen Punkt geht, so ist er paral- 
lel zu der PoJareii dieses Punlites. 

I. Schneidet der durch S gehende Durchmesser den Kegel- 
schnitt in zwei Punkten M und M', so werden diese durch 
den Pol S und die Polare s hai-monisch getrennt*); ist also 
die Mitte von MM' oder der Mittelpunkt des Kegelschnittes 
und R der Schnittpunkt dieses Durchmessers und der Po- 
laren s, so haben wir (56) 

S . R = OM. 

IL Daraus folgt eine Construction des halben conjugirten 
Durchmessers der Sehne AA' eines Kegelschnittes, von wel- 
chem man noch drei andere Punkte gibt, Wir suchen den 
Mittelpunkt (213) und verbinden ihn mit der Mitte von 
AA'; hierauf construiren wir die Tangente in A, welche OR 
in S triift und nehmen die mittlere Proportionale OM zwi- 
schen OR und OS; OM wird der gesuchte halbe Durch- 
messer sein. 

Befindet sich zwischen E und S, so dass E, und S 
verschiedene Vorzeichen haben, so trifft der Durchmesser R 
die Curve nicht; aber auch in diesem Falle wird die Länge 
OM, d. i. die mittlere Proportionale zwischen OR und OS, 
derWerth des halben conjugirten Durchmessers der 
Sehne AA' genannt. 

Eine entsprechende Definition kann für eine beliebige 
Gerade gegeben werden (,223). 

III, Ist der Kegelschnitt ein Kreis, so erhalten wir wegen 
der rechtwinkligen Lage der conjugirten Durchmesser (217) 
den Sat^: 

Die Polare eines beliebigen Punktes in Bezug 
auf den Kreis steht senkrecht auf dem durch den 
Pol gehenden Durchmesser. 

219. Aus dieser letzteren Eigenschaft kann man einen 
sehr wichtigen Lehrsatz ableiten. Betrachten wir die Punkte 
A, B, C,.., einer geraden Punktreihe s als Pole (Fig. 177); 
die Durchmesser (A, B, C . . .), welche sie aus dem Centrum 

"3 ApolloJiiu.s, loe. eit, I, 34, 36; II, 2S, 30. 
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des Kegelschnittes projiciren, werden einen Büschel bilden, 
der zu der Punktreihe perspectiviscli ist. Ein anderer Bü- 
schel wird von den Geraden a, b, c... den Polaren zu A, 
B, C, . . . gebildet, denn diese letzteren gehen alle (190) durch 




denselben Punkt S, welcher der Pol von s ist und da nach 
der obigen Eigenschaft (wenn der Kegelschnitt ein Kreis ist) 
die Geraden (Ä, B, C, . . .) beziehungsweise auf a, b, c, . . . 
senkrecht stehen, so sind die beiden Büschel gleich. Die 
Punktreihe der Pole A, B, 0, . , . ist also projectivisch zu dem 
Büschel der Polaren a, b, c... 

Dieser Schhiss ist nicht nur für den Kreis, sondern ebenso 
für jeden andern Kegelschnitt wahr. Denn ein beliebig ge- 
gebener Kegelschnitt kann als Projection eines Kreises ange- 
sehen werden (113, 114); in der Projection entsprechen den 
harmonischen Gebilden eben solche Gebilde (44); einem Punkt 
und seiner Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt entsprechen 
ein Punkt und seine Polare in Bezug auf den Kreis und um- 
gekehrt, einer Punktreihe von Polen und dem Büschel ihrer 
Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt werden eine Punkt- 
reihe von Polen und der Büschel ihrer Polaren in Bezug auf 
den Kreis entsprechen; aber diese Punktreihe und dieser 
Büschel sind projectivisch, oder: 

Die von einer beliebigen Anzahl von Polen ge- 
bildete gerade Punktreihe und der Büschel ihrer 
Polaren in Bezug auf einen gegebenen Kegelschnitt 
sind zwei projectivische Gebilde*). 
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220. Die Punkte A, B, C,,,, mögen einer Geraden s 
angehören {Fig. 178); ilice Polaren, die alle dnrcli einen festen 
Punkt S, den Pol von s, gehen, sollen die Geraden a, 6, c, . . . 




sein; die Schnittpunkte dieser Geraden a. h, c, . . . mit s sollen 
A', B', C, . ■ ■ heissen. Da A und A' reciproke Punkte sind, 
so wird die Polare von A' durch A gehen und zwar wird es 
eben die Gerade S A sein, weil S zu jedem Punkt von s reci- 
prok ist. Der Büschel abc. . ist projectivisch zu der Punkt- 
reihe ABC... (219) und perspectivisch zu der Punktreihe 
A'B'C'...; also sind diese beiden Punktreihen projectivisch. 
In diesen beiden Punktreihen aber entsprechen sich zwei 
Punkte wie A und A' doppelt; denn betrachten wir A' als 
einen Punkt der ersten Eeihe, so schneidet seine Polare, das 
ist SA, die Gerade s im Punkte A. Also bilden die Paare 
der reciproken Punkte A A', B B', CG',... eine Involution 
(93) *); Hat die Involution zwei Doppelpunkte, so wird jeder 
derselben (z. B. M) ein reciproker Punkt zu sich selbst, also 
der Art sein, dass seine Polare durch den Pol selbst geht; 
also wird (188) M ein Punkt der Curve und SM die Tan- 
gente in diesem Punkte sein. 

Die Paare der Geraden a a', b b\ c c', . - - der Polaren der 
Punkte A A', B B', C C, . , , bilden eine Involution, einmal ver- 
möge des Lehrsatzes von Nr. 219; dann aber auch, weil diese 
Geraden je .e Punkte aus dem Centrum S projiciren, A. h.: 

°) Man setzt voraus, dass s keioe Tangente an den Kegelschnitt gei. 
Wäre s Tangente, so wilrdeii, da A, B, C, ... beliebige Punkte dieser 
Geraden sind, die Punkte A', B', C',,.. alle mit dem BerüiirungspTinkle 
S zusammenfallen. 
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Eine beliebige Gerade (die nicht Tangente an den 
Kegelschnitt ist) enthält eine unendliche Anzahl von 
Paaren reciproker Punkte, die eine Involution 
bilden. 

Schneidet die Gerade den Kegelschnitt, so sind die beiden 
Schnittpunkte die Doppelpunkte der Involution. Der Central- 
puakt der Involution liegt auf demjenigen Durchnvesser , der 
durch den Pol der gegebenen Geraden geht (218). 

Durch einen beliebigen Punkt (der nicht auf dem ; 
Kegelschnitt liegt) geht eine unendliche Anzahl von 
Paaren reciproker Geraden, welche eine Involution 
bilden. 

Ist der Punkt ausserhalb der Curve, so sind die durch 
ihn gehenden Tangenten die Doppelstrahlen der Involution, 
d. h. (96): 

Zwei Tangenten und zwei reciproke Geraden, 
die von demselben Punkte ausgehen, bilden einen 
harmonischen Büschel. 

Ist der gegebene Punkt unendlich ferne, so hat man eine 
Involution von parallelen, paarweise reclproken Geraden; ihr 
Centralstrahl ist ein Durchmesser der Curve (99). 

221. In Figur 179 sei AB OD ein einfaches, dem Kegel- 
schnitt eingeschriebenes Viereck, F der Schnittpunkt der Diago- 




lalen AO und BD, E und G die Solmittp unkte der Paare der 
Gegenseiten, so werden die Punkte E, F und G paarweise 
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reciproke Ptiiikto sein (193). Aus einem beliebigen Punkte I von 
E G ziehen wir die Tangenten I P und I Q an den Kegels elmitt 
und projioiren auch die Eckpunkte des Vierecks. Die beiden 
Tangenten sind daroh IE und IE harmonisch getrennt, denn 
diese Geraden sind reciprok, well F der Pol von IE ist (220). 
Die Geraden I E und I E bilden auch mit I A und I eine har- 
monische Gruppe, denn die Diagonale AO des von den Geraden 
AB, BC, OD und DA gebildeten vollständigen Vieraeits wird 
durch die beiden andern Diagonalen B D und E G harmonisch 
getheilt, und diese vier Strahlen sind gerade diejenigen, welche 
die vier harmonischen Punkte von A aus dem Centrum I pro- 
jiciren. Aus demselben Grunde trennen aueli die Geraden IE 
und I F die Geraden I B und I D harmonisch. Die beiden Tan- 
genten, die Geraden lA, IC und die Geraden IB, ID sind also 
drei Paare oonjugirter Geraden derselben Livolution, deren Doppel- 
stralilen IE und IE sind (96). Oder: 

Lehrsatz. Ist ein Viereck einem Kegelschnitt ein- 
geschrieben und zieht man aus einem Punkte derjeni- 
gen Geraden, welche die Schnittpunkte der Paare der 




Gegenseiten verbindet, die Tangenten an die Curvo 
und projicirt aus diesem Punkte die beiden Paare der 
Gegenecken, so erhält man drei Paare oonjugirter 
Strahlen einer Involution. 

I. Nach der Folgerung aus dem Lehrsatz von Desargues 
(143, rechts) ist es möglich, in dasVierseit ABCD einen Kegel- 
schnitt zu beschreiben, der die Geraden IP und IQ berührt. 
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II. Die Folgerung au dem eben bewieseneu Lehrsatz kann 
so ausgedrückt werden: 

Ist ein einfaches Yierseit A B C D einem Kegelschnitt um- 
schrieben (Fig. 180) lind zieht man durch den Schnittpunkt seiner 
Diagonalen eine beliebige Transversale, so trifft sie die CuiTe 
und die beiden Paare der Gegenseiten AB und CD, BC und 
AD in drei Paaren oonjugirter Punkte einer Involution, 

III. Vermöge des Lehrsatzes von Desargues (143, links) 
kann man durch die beiden Schnittpunkte des Kegelschnittes und 
der Transversalen und durch die vier Eckpunkte des Vierseits 
einen Kegelschnitt legen *). 

222. Die Theorie der reciproken Punkte gibt eine Auf- 
lösung der Aufgabe: 

Die Durchschnitte eines durch fiinf Punkte oder 
fünf Tangenten bestimmten Kegelschnittes mit einer 
gegebenen Geraden s au construiren. 

Man nimmt auf s zwei Punkte U und V, construirt ihre Po- 
laren i(, V (191), welche s in U' und V treffen. Hat die durch 
die Paare der reciproken Punkte ü V und V V' bestimmte In- 
volution zwei Doppelpunkte M und N, so werden diese die ge- 
suchten Schnittpunkte des Kegelschnittes mit s sein *'). 

Durch ein correlatives Verfahren wird die Aufgabe gelöst: 
Durch einen gegebenen Punkt S die Tangenten an die durch fünf 
Tangenten oder fünf Punkte bestimmte Gurve zu legen. 

223. Zwei reciproke Punkte auf der Geraden s mögen A 
und A' heissen; sei der Schnittpunkt von s mit dem durch den 
Pol 8 gehenden Durchmesser (es ist der conjugirte Durchmesser 
zu den zu s parallelen Sehnen); wird der Oentralpunkt der In- 
volution sein, welche auf s durch die Paare der reciproken Punkte 
gebildet wird; folglich ist 

A , A' = const. (96). 

Schneidet s den Kegelschnitt in zwei Punkten M und K, so 
werden diese Punkte die Doppel demente der Involution sein ui^d 
man erhält: 

0A.0A' = 0M = (>N". 

"I Chasics, Sectiong coniques, Nr. 133 und 116. 
"■') Staadl, Geometrie der Lage, Nr. .SOö. 
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Sctneidet die &erade s die Ourve nicht, so wird der Cöii- 
stante Werth von A . A' negativ sein (96); in diesem Falle 
gibt es Bwei conjugirte Punkte der Involution H und H' oder in 
Bezug auf den Kegelschnitt zwei reciproke Punkte, deren Mitte 
der Punkt ist und 

OA.OA' = OH.OH' = — 0H = — Ö~H' . 

Das Segment HH' heisst die ideelle Sehne des Kegel- 
schnittes*); im ersten Falle dagegen ist MN eine reelle Sehne, 
Wach dieser Definition kann man sagen, dass ein Durohmesser 
die Mittelpunkte aller reellen und ideellen Sehnen enthalte, die 
dem conjugirten Durchmesser parallel sind. 

Haben zwei Kegelschnitte eine reelle Sehne M N gemein- 
schaftlich, so ist damit gesagt, dass beide durch die Punkte M 
und N gehen bagt man dagegen, dass die beiden Kegelschnitte 
eine ideelle Sehne HH' gemein schaitli eh haben, so bedeutet das 
so viel, das*« die Punkte H und H' in Bezug auf beide Kegel- 
schnitte lecipruke Punkte sind und dass beide Durchmesser der 
zwei Kegelschnitte, welche die Pole von H H' enthalten, durch 
die Mitte von HH' gehen. 

224. Ein iiivoUitorischcr Stralilenbüschel hat im Allge- 
meinen (163) ein Paar rechtwinkliger conjiigirter Strahlen; 
oder : 

Durch einen beliebigen Punkt kauü man immer 
ein Paar rechtwinklige reciproke Gerade ziehen, 
welche die Winke! der von dem gegebenen Punkte 
ausgehenden Tangenten halbiren, wenn jener Punkt 
ausserhalb der Curve liegt. 

225. Nehmen wir jetzt statt des beliebigen Punktes S 
den Mittelpunkt des Kegelschnittes (Hyperbel oder Ellipse); 
zwei reciproke Geraden werden zwei conjugirte Durchmesser 
sein; folglich (2S0): 

Die Paare conjngirter Durchmesser bilden eine 
Involution. Ist der Kegelschnitt eine Hyperbel, so sind die 
Asymptoten die Doppelstrahlen der Involution; damit ist auch 

*) Poncelet, loe, dt., S. 29, 
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1 und Durchmesser, 
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gesagt, dass zwei conjugirte Durchmesser der Hy- 
perbel immer durch die Asymptoten harmonisch ge- 
trennt sind*). Ist der Kegelschnitt eine Ellipse, so hat 
die Involution Iteine Doppelstrahien. 

Betrachten wir zwei Paare conjugirter Elemente in einer 
Involution; das eine Paar ist entweder durch das andere ge- 
trennt oder nicht, folglich hat entweder die Involution ihre 
Doppelelemente oder sie hat keine solchen (98); oder: 

Von zwei Paaren conjugirter Durchmesser der 
Ellipse ist immer das eine aa' durch das andere 6 ?/ 
getrennt (Fig. 175); 

Von zwei Paaren conjugirter Durchmesser der 
Hyperbel ist das eine aa' niemals durch das andere 
hV getrennt (Fig. 181). 

226. Die Involution der conjugirten Durchmesser wird 
(224) ein Paar rechtwinklige conjugirte Durchmesser enthalten. 
Gäbe es noch ein zweites Paar, so stünde jeder Durchmesser 
auf seinem conjugirten senkrecht (163) und Hesse man in 
diesem Falle den Scheitel eines Winkels, dessen Schenkel 
durch die festen Endpunkte eines Durchmessers gehen, auf 
der Curve hingleiten, so wäre dieser Winkel immer ein Rech- 
ter (215), der Kegelschnitt wäre also ein Kreis. 




Jeder Kegelschnitt also, der weder eine Parabel noch ein 
Kreis ist, hat ein einziges Paar rechtwinkliger conjugirter 
Durchmesser. Man nennt diese beiden Durchmesser aa' die 

"} De la Hiie, loc. cit., Bucli I!, S. 13, Cori-. 4. 
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Axen (Fig. 175 uucl 181). In der Hyperbel iialbirea die 
Axeii (225, 52) die Winkel der Asymptoten m, n (Fig. 181). 
Betrachtet man eine Axe als einen Durchmesser, der die 
darauf senkrechten Sehnen halbirt, so hat auch die Parabel 
eine Axe. Weil nämlich die auf der gemeinsamen Richtung 
aller Durchmesser senkrechten Sehnen zu einander parallel 
sind, so liegen ihre Mittelpunkte auf einer Geraden (206), 
welche die Axe der Parabel ist (Fig. 173). 

227. Wenn fünf Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, 
so wird man deE Mittelpunkt und zwei Paare conjagirter 
Durchmesaer u n\ v v' eonstniiren können, wie in Nr. 313 gezeigt 
wurde. Ist das eioe Paar durch das andere getrennt, so wird 
der Kegelschnitt eine Ellipse sein; im entgegengesetzten Falle ist 
er eine Hyperbel (225). ConstTOirt man in diesem zweiten Falle 
die Doppeletrablen der durch die Paare ti u' und v v' bestimmten 
I 1 t d d 6 Doppelstrahlen die Asymptoten der 

f 

Ott m'ui (163) einen wie im andern Falle die recbt- 
mkl g J g t St hlen der Involution , so wird man die 

A d K g 1 b tt 1 kommen. 

M k b d E cbtung der Axen finden, ohne vorher 

1 M tt Ip kt d d Paare der conjugirten Durchmesser zu 
t ) Z d m Zwecke beschreibt man den Kreis 

ABL d t t(iri) den vierten Schnittpunkt C dieser 

Gm m t 1 m 1 hl fünf gegebenen Punkte A, B, C, P, G 
1 t m t r g Is b tt (Fig. 156). Eine beliebige Transversale 
w 1 1 b 1 C und die Paare der Gegenseiten des ge- 

m m i( b 1 n Vierecks A B C C in solchen Punkten 

h \ 1 h P ner Involution bilden (143). Die Dop- 

p Ij kt P 1 Q 1 Involution, wenn es solche gibt, wer- 

d B g f 1 1 G rven reciprok sein (96, 220), d. h. sie 

w d d m m P ar (164) derjenigen beiden Involutionen 

I h d i roken Punkten in Beaug auf den Kreis 

1 d ]. k P mkten in Bezug auf den Kegelschnitt 

f 1 T 1 & 1 ildet werden (220). Stellen wir uns 

m b b d dlich ferne Gerade als Transversale ge- 

rn Dl G le den Kreis nicht schneidet, so wird 
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wenigstens eine dieser beiden Involutionen keine Doppelpunkte 
haben, fulglicb (164) sind die Punkte P und Q wirklicii vor- 
handen. Da diese Punkte unendlich ferne und in Bezug auf beide 
Cttrven reciprok sind, eo werden aie {206, 212) die Pole von zwei 
conjugirten Durchmessern des Kreises und auch von awei con- 
jugirten Durchmessern des Kegelschnittes sein; die conjugirtea 
Durchmesser dea Kreises sind aber recbtwinklig (217), also sind 
P und Q die Pole der Axen des Kegelschnittes. Dieselben Punkte 
P und Q sind auch durch jedea Paar der Gegenseiten des Vier- 
ecks A B C C harmonisch getrennt; daraus folgt, dass P und Q 
die unendlich fernen Punkte der Halbirungslinien derjenigen 
Winkel sind, welche von den Paaren der Gegenseiten gebildet 
werden (53). Um also die gesuchten Eiehtungen der Äxen nn 
erhalten, hat man nur die Halbimngslinien von einem Paar Gegen- 
seiten des Vierecks A B C (von dem Paar A B und G C zum 
Beispiel) zu ziehen (Fig. 1&6). 

228. Setzen wir voraus, man habe ein vollständiges 
Vierseit qrst und einen beliebigen Punkt S (Fig. 149). Wir 
haben schon gesehen (145, rechts), dass die Strahlenpaare aa', 
bb\ welche aus S zwei Paare von Gegeneckeu projiciren, eine 
Involution bestimmen, in welcher die aus S an irgend einen 
dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitt gezogenen Tan- 
genten conjugirte Strahlen sind. Nehmen wir an, die Invo- 
lution habe zwei Doppelstrahlen m und n; sie werden dieses 
Tangentenpaar harmoniseii trennen (96), folglich sind diese 
Doppelstrahlen in Bezug auf den Kegelschnitt reciproke Ge- 
raden. Daraus folgt (170, rechts): 

Geheu zwei Kegelschnitte, die einem gegebenen Vier- 
seit eingeschrieben sind, durch einen gegebenen Punkt,, 
so sind ihre Tangenten in diesem Piinkte in Bezug auf 
alle, demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte 
reciprok. 

Statt einen Punkt S willkürlich zu nehmen, können wir 
die Gerade m als gegeben voraussetzen; geht diese Gerade 
durch keinen Eckpunkt des Vierseits, so wird es einen ein- 
zigen Kegelschnitt geben, der die fünf Geraden m, q, r, s, t 
berührt (116). 

L. Cremonn, Elem. il. pypject, Geomotrio, 17 
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Dieser Kegelschnitt berühre m ioi Punlite S, so wird 
durch S ein zweiter Kegelschnitt gehen, der dem Vierseit 
eingeschrieben ist; seine Tangente in S sei n. Die Geraden 
m und n werden also in Bezug auf alle dem Vierseit ein- 
geschriebenen Kegelschnitte reciprok sein; oder (189): 

Die Pole einer beliebigen Geraden m in Bezug 
auf alle demselben Vierseit eingeschriebenen Ke- 
gelschnitte liegen auf einer andern Geraden n. 

I. Da die Geraden m und n die Doppelstrahlen der In- 
volution sind, in welcher die aus S an zwei Gegenecken ge- 
zogenen Strahlen conjugirt sind, so theilen die Geraden m 
nad 11 jede Diagonale des Vierseita harmonisch. 

II, Die correlativen Sätze heissen: 

Berührt eine Gerade zwei demselben Vierseit umschrie- 
bene Kegelschnitte, so sind die beiden Berührungspunkte in 
Bezug auf alle, demselben Vierseit nniseliriebenen Kegel- 
schnitte reciprok. 

Die Polaren eines gegebenen Punktes M in Bezug auf 
alle, demselben Viereck umschriebenen Kegelschnitte, gehen 



durch einen festen Punkt N. Die beiden Punkte M und N 
trennen jedes Paar der Gegenseiten des vollständigen Vier- 
ecks hai'raoiiisch, 

III. Setzen wir im ersten Lehrsätze voraus, dass die 
Gerade m unendlich fern sei, so werden die Pole von m die 
Mittelpunkte der Kegelschnitte sein (210) oder; 

Die Mittelpunkte aller, demselben Vierseit ein- 
geschriebenen, Kegelschnitte liegen auf einer Ge- 
raden (Fig. 182); diese Gerade geht durch die Mitten 
der Diagonalen des Vierseits *). 

") Newton, loc, dt,, Buch I, Lemma 25, Zng. 3. 
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IV. Nehmen wir im zweiten Lehrsätze an, es sei auch 
dev Punkt M unendüeh fern; die Polaren von M werden die 
conjugirteo Durchmesser von denjenigen sein, die M zum 
unendlich fernen Punkte liaheo; oder: 

In allen den Kegelschnitten, die einem festen Viereck 
umschrieben werden, gehen die Durchmesser, die zu einem 
der Richtung nach gegehenen iionjugirt sind, durch einen 
festen Punkt. 

229. Der Lelirsata von Newton (228) liefert ein einfaches 
Hülfsmittel, den Mittelpunkt eines Kegels ohnittes zu finden, von 
welchem fünf Tangenten a, b, c, d, e gegeben sind (Fig. 18S). 
Die vier Tangenten a, h, c, d bilden ein Vierseit; verbinden wir 




die Mitcen soinev Diagonalen und operiren ebenso an dem Vier- 
seit otce; die beiden so erhaltenen Geraden schneiden sich in 
dem gesuchten Mittelpunkte 0. 

Verwendet man je vier von den fünf Tangenten, so erhält 
man fünf Vierseite; die fünf Geraden, welche durch die Mitten 
der Diagonalen eines jeden Vierseits gehen, treffen also alle im 
Mittelpunkte desjenigen Kegelschnittes zusammen, der dem Funf- 
seit abcde eingeschrieben wird. 

irsatz dient dazu, die Richtung des Durchmea- 
! Parabel zu construiren, welche durch vier Tangenten o, 
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h, c, d bestimmt iet. Denn der unendlich ferne Punkt der Ge- 
raden, welete die Mittelpunkte der Diagonalen des Vierseits aftciJ 
enthältj wird der Pol der unendlich fernen Geraden sein in Bezug 
auf einen, demselben Vieraeit eingeschriebenen Kegelschnitt (228); 
er ist also der unendlich ferne Punkt der eingeschriebenen Pa- 
rabel. Diese gerade Verbindungslinie der Mittelpunkte ist also 
selbst ein Durchmesser der Parabel t^g. 182). 

§ 22. Reciprok- polare Figureu. 

230. Ist ein Fiiudamental-Kegelschnltt K gegeben und 
beschreibt ein veränderlicher Pol eine Gerade, so dreht 
sich seine Polare, wie wir schon (190) gesehen haben, um 
einen bestimmten Punkt und umgekehrt, dreht sich eine als 
Polare betrachtete Gerade um einen festen Punkt, so durch- 
läuft sein Pol eine bestimmte Gerade. 

Betrachten wir jetzt alle Tangenten einer gegebenen 
Curve C als Polaren oder steilen uns vor, dass die beweg- 
liche Polare die gegebene Curve umhülle. Ihr Pol wird eine 
andere Curve beschreiben, welche wir mit C bezeichnen 
wollen. Die Punkte von C sind also die Pole der Tangenten 
an C. 

Ich behautite nun, dass umgekehrt die Punkte von G 
auch die Pole der Tangenten an C sind. Denn sind M' und 
Fj6. 'is-i- 




N' zwei Punkte von C (Fig. 184), so werden ihre Polaren 
m und II zwei Tangenten an C und der Schnittpunkt m n 
wird der Pol der Sehne M'N' sein (190). Nehmen wir an, 
der Punkt N' iiäliero sich iinaufhürlich dem Punkte M'; dann 
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wird die Sehne M' N' immer mehr in die Lage der Tangente 
iii M' an die Curve C rücken; die Gerade n wird sidi gleich- 
zeitig immer mehr der Lage von m nähern und der Schnitt- 
punkt mn ruclit immer mehr auf den Punkt zu, in welchem 
m die Curve C berührt. Ist endlich die Entfernung M'N' 
unendlich klein geworden, so wird die Tangente in M' an C 
die Polare des Berührungspunktes von m und C geworden 
sein. Gleichwie also die Tangenten von C die Polaren der 
Punkte von C sind, so sind auch die Tangenten von C die 
Polaren der Punkte von C; berührt eine Gerade m die Curve 
C in M, so ist der Pol M' von m ein Punkt der Curve C 
und die Polare m' von M ist eine Tangente an die Curve C 
im Punkte M'. 

Zwei Curven C und C der Art, dass jede derselben der 
Ort der Pole der Tangenten und gleichzeitig auch die Um- 
hüllungsCLirve der Polaren der Punkte der andern ist. heissen 
reciprok-polfir. 

231. Eine beliebige Gerade r trifil eine der reciproken 
Ciirven in /j, Punkten; die Polaren dieser Punkte sind ebenso 
viele von dem Pole R,' der Geraden r ausgehende Tangenten 
an die andere Cunre. Die zweite Curve hat also ebenso viele 
von einem gegebenen Punkte R' ausgehende Tangenten , als 
die erste Curve Schnittpunkte mit der Geraden r, der Polaren 
von E' hat und umgekehrt. 

232. Setzen wir jetzt voraus, die Curve C sei ein Kegel- 
schnitt, a und b zwei seiner Tangenten; sie werden von allen 
anderen Tangenten c, d, e, . . . in entsprechenden Punkten 
von zwei projectivischen Punktreihen geschnitten (113). Mit 
andern Worten, wir betrachten C als Umhüllungscurve der 
Geraden c, d, e,... welche die entsprechenden Punkte von 
zwei projectivischen Punktreihen a und b verbinden (114). 

Die Curve C wird die Pole A', B', C, D', E', . . . der 
Tangenten o, fc, c, d, e, . . . von C enthalten. Die Geraden 
A' (C, D', E', . . .) werden die Polaren der Punkte a (c, d, e, , . .) 
sein und werden einen Büschel bilden, der zu der Eeihe a 
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der Polo projectiviscb ist; ebenso werden die Geraden 
B'(C', D', E',.--) die Polaren der Punkte b (c, d, e, . . .) sein 
und eiaea Büschel bilden, der zu der Punbtreibe b der Pole 
projectiviscb ist (219). Die beiden Punktreiben a {c.d.e...) 
und 6 (c.d.e...) sind aber projectiviscb, also sind es auch 
die Büschel A' (C . D' . E' . . .) und B' (C . D' . E' . . .). Daraus 
folgt, dass C der Ort des Schnittpunktes der entsprechenden 
Strahlen von zwei projectiviscb en Büscheln ist oder auch 
{114): 

Die reciprok-polare Curve eines Kegelschnittes 
ist ein zweiter Kegelschnitt. 

233. [st ein Fundamental-Kegelschnitt K und ein an- 
derer Kegelschnitt C gegeben, dessen reciprok-polare Curve 
C bestininit werden soll, so kann man fragen, ob C eine El- 
lipse, eine Hyperbel oder eine Parabel sei. Die unendlich 
ferne Gerade ist die Polare des Centrums von K, also ent- 
sprechen den unendlich fernen Punkten von C diejenigen 
Tangenten von C, welche von ausgehen. Daraus folgt, dass 
der Kegelschnitt C eine Ellipse oder eine Hyperbel sein wird, 
je nachdem der Punkt innerhalb oder ausserhalb des Kegel- 
schnittes C liegt; C wird eine Parabel sein, wenn ein Punlrt 
von C ist. 

Ist Ä der Pol einer Geraden a in Bezug auf C und a' 
die Polai-e von A und Ä' der Pol von a in Bezug auf K, so 
wird A' der Pol von a' in Bezug auf C sein, weil einer har- 
monischen Gruppe von vier Polen eine harmonische Gruppe 
von vier Polaren entspricht (219) und umgekehrt. Also wird 
der Mittelpunkt M' von C in Bezug auf K der Pol der Ge- 
raden m sein, welche in Bezug auf C die Polare von ist. 
Zwei conjugirte Durchmesser von C werden zwei Punkten von 
m entsprechen, die in Bezug auf C reciprok sind etc. 

234. Setzen wir voraus, man gehe in der Ebene des 
Fundamental-Kegelschnittes eine Figur (1) oder irgend eine 
Zusammenstellung von Punkten, Geraden und Curven und 
construiren wir zu jedem Punkte ihre Polare, zu jeder Ge- 
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raden ihren Pol und zu jeder Cune ihre recipvok - pohire 
Curve. So erhalten wir eine neue Figur. Die beiden Figureii 
heissen reciprok-polare Figuren, weil jede von ihnen die 
Pole der Geraden der andern, die Polaren der Punkte der 
andern und die polaren Curyen der Curven der andern enthält. 
Zwei reciprok-polare Figuren sind nach dem Gesetz der 
Dualität in der ebenen Geometrie (27) correlative Figu- 
ren; denn jedem Punkte der einen entspricht eine Gerade 
der andern, jeder Punktreihe der ersten entspricht ein Bü- 
schel der zweiten. Sie liegen auch in derselben Ebene; ihre 
Lagen in dieser sind bestimmt, können aher vertauscht 
werden, weil jeder Punkt der einen Figur und die entspre- 
chende Gerade der andern an die Bedingung gebunden sind, 
dass sie in Bezug auf einen festen Kegelschnitt Pol und Po- 
lare sein müssen. Man sagt, dass sie involutorisch lie- 
gen. Zwei Figuren, die nur nach dem Gesetz der Dualität 
correlativ sind, haben dagegen in Bezug auf ihre Lage keiner- 
lei Zusammenhang *). 

235. Enthält eine der beiden reciprok- polaren Figuren 
eine Punktreihe (von Polen), so schliesst die andere einen 
Büschel (von Polaren) ein und diese beiden entsprechenden 
Gebilde sind projectivisch (219). Wenn also die Punkte der 
Punktreihe Paare einer Involution bilden, so sind auch die 
Strahlen des entsprechenden Büschels involutorisch und den 
Doppelpunkten der ersten Involution werden die Doppelsti-ah- 
len der zweiten entsprechen (95). Gibt es einen Kegelschnitt 
in der einen Figur, so gibt es auch einen solchen in der an- 
dern (232); den Punkten des ersten Kegelschnittes werden 
die Tangenten des zweiten und den Tangenten des ersten die 
Punkte des zweiten entsprechen; den eingeschriebenen Poly- 
gonen der einen Figur werden die umschriebenen Polygone 
der andern entsprechen (230). Zeigt die erste Figur den Be- 
weis eines Lehrsatzes oder die Auflösung einer Aufgabe, so 
wird die zweite den Beweis des correlativen Lehrsatzes oder 

") Steiner, loc. cit., S. VII der Vorreiie. Ges. W. p, 234. 
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die Auflösi-ing der correlativeii Aufgabe versiiiiiliclicii. welcliü 
man erhält, indem mau die Elemente „Punkt" und „Gerade" 
vertauscht, 

236. Lehrsatz. Die Eckpunkte vou awei Poldrei- 
eoken eines Kegelschnittes sind Punkte eines zweiten 
und ihi-e Seiten sind Tangenten eines dritten Kegel- 
schnittes*). 

in Fig. 185 seien ABC und D E P ia Bezug auf den Pun- 
damental-Kegelsohnitt M. awei PoMreiecke (192); wir beweisen 




zuerst, dass awei von den sechs Seiten die vier libiigen in zwei 
projectivischen Gruppen von je vier Punkten schneiden. 

Die Seite B trifft DE und D F in B, und 0, und die 
Seite EF trifft AB \mä AO in E, und F^. Die Punkte B und 
sind die Pole der Geraden A und A B ; der Schnittpunkt B, 
von BC und DE hat zur Polaren die Gerade AP, welche ihre 
Pole verbindet; ebenso hat der Schnittpunkt C, von BC und 
DP die Polare A E. Die Gruppe der vier Pole B, C, B, , C, 
ist also (219) zu der Gruppe der vier Polaren A (C, B, F, E) 
projectivisch, sie ist also auch zu der Gruppe derjenigen Punkte 
P|EjPE projectivisch, in welchen diese vier Geraden von der 
Tranaveraalen EP geschnitten werden. So hat man 

(BOBj Ci) = (FjE[FE) 
oder (38) 

(BGBlC,) = (E[P|Er), 
diese Gleichung beweist die Projectivitat der beiden Gruppen 
von je vier Punkten, in welchen die Geraden BC und EF 
von AB, CA, DE und FD geschnitten werden. Diese sechs 

") Steiner, loe, dt., S. 308, § 60- 46. — ChasJcf, ioc. eit. 
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Geraden sind die aecha Seiten der gegebenen Dreiecke, sind also 
(114, I[') Tangenten an einen und denselben Kegelsclmitt O. 

Die Pole dieser seclis Geraden sind die sechs Eckpunkte der- 
selben Dreiecke; also sind (232) diese secbs Eckpunkte Punkte 
eines und desselben Kegelschnittes C, welcher in Bezug auf den 
Fundaniental-Kegelechnitt K zu C) reciprok-polar ist. 

I. Man kann diesen Lehrsatz auch so ausdrücken; Berührt 
der Kegelschnitte fünf von den sechs Seiten zweier Poldreiecke 
eines und desselben Kegelschnittes K, so berührt er auch die 
sechste Seite; und der durcb fünf Eckpunkte bestimmte Kegel- 
schnitt geht auch durch den sechsten. 

Daraus schlieBst man: berührt ein Kegelschnitte die Seiten 
eines Poldreiecks abc eines andern KegelBcbnütes K, so gibt es 
unendlich viele andere Poldreiecke dieser letzteren Ourve, die der 
ersteren umschrieben sind. Denn ist d eine beliebige Tangente 
an C, so ziehen wir aus D, dem Pol von tl m Bezug auf K, eine 
zweite Tangente e an C; ist dann f in Bezug auf K. die Polare 
des Punktes de, so ^vird de fein Poldieieck zu S5 sein (193). 
Da nun Cl schon fünf Seiten a, b, c, d, c zweier Poldreiecke der 
Curve K berührt, so muss C auch die sechste Seite / berühreuj 
was EU beweisen war. Kann man aus dem Punkte D zwei Tan- 
genten e' und f an H. legen, so werden die vier Geraden e, f, 
e\ f eine harmonische Gruppe bilden, weil die Geraden e und f 
in Bezug auf K reciprok sind (220); die Geraden e' und f sind 
also reciprok in Bezug auf C. 

Der Ort des Punktes D ist der Kegelschnitt C', d, i. die 
reciprok- polare Ourve von C in Beaug auf K; folglich: 

Ist ein Kegelschnitt C einem Poldreieck eines andern Kegel- 
schnittes K eingeschrieben, so ist der Ort desjenigen Punktes, 
aus welchem ein harmonischer Büschel von vier Tangenten an 
die beiden Ourven C und K. gezogen werden kann, ein dritter 
Kegelschnitt C, welcher in Bezug a\if K die reeiprok-polare Curve 
von C ist. 

II, Entsprechend können wir auch sagen; geht ein Kegel- 
schnitt; €' durch die Eckpunkte eines Poldreiecks eines anderen 
Kegelschnittes IC, so ist er auch einer unbeschränkten Anzahl 
anderer Poldreiecke desselben Kegelschnittes H. umschrieben; und 
diejenigen Geraden, welche C und K in zwei Paaren entspre- 
chender harmonischer Punkte schneiden, sind alle Tangenten an 
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densolben Kegelschnitte, welcher in Bezug anf 15, die leoiprok- 
polai-e Ourve voa C ist. 

237, Beti'achteu wir einen Kegelschnitt C luul zwei um- 
schriebene Dreiecke OQ'R'uiid O'PS (Fig. 186). Die beiden 
Tangenten P S und Q' R' werden von den vier andern Seiten 
0' P, Q', B.\ 0' S in zwei entsprechenden Gruppen P Q R S 




und P'Q'R'S' von zwei projectivischen Piinktreihen u und u' 
geschnitten (113); folglich sind die Sti-ahlenbüscbel (P, Q, R.. S) 
und 0' (P', Q', R', S'), welche diese Punkte beziehungs- 
weise aus und 0' pvojiciren, ebenfalls projectivisch. Die 
Punkte P, Q', R', S, in welchen sich die entsprechenden 
Strahlen schneiden, liegen also (114) auf einem Kegelschnitte 
C, welcher durch die Projectionscentren und 0' geht. Oder: 

Sind zwei Dreiecke einem Kegelschnitt um- 
schrieben, so sind sie auch einem anderen Kegel- 
schnitt eingeschrieben. 

Gehen wir dagegen von der Betrachtung des Kegelschnit- 
tes C und der eingeschriebenen Dreiecke OQ'R' und O'PS 
aus, so werden wir in ganz analoger (correlativer) Weise den 
correlativeu und inversen Lehrsatz des vorhergehenden be- 
weisen : 

Sind zwei Dreiecke einem Kegelschnitt einge- 
schrieben, so sind sie auch einem andern Kegel- 
schnitt umschrieben*), 

1. Daraus folgt unmittelbar: 

'■} Brian choii, !oc. tit., S, 35. — S (einer, loc.cit,, S, l'ia, §46, H- 
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Der Kegelsolmitt , der durch 
fünf Eckpunkte zweier einem 
andern Kegelschnitt umschrie- 
benen Dreiecke geht, geht auch 
durch den aeohsten Eckpunkt. 



Der Kegelschnitt, der fünf 
Seiten zweier einem andern 
Kegele chnitt eingeschriehenen 
Dreiecke berührt, berührt auch 
clie sechste Seite. 



Oder auch: 

Haben zwei Kegelschnitte eine solcheLage, dass 
dem eilten ein Dreieck eingeschrieben werden kann, 
welches zugleich dem andern mnschriebeu ist, so 
gibt es unzählige andere Dreiecke, welche dieselbe 
Eigenschaft besitzen^). 

II. Wir haben iu der Figur vier projectivische Gebilde: 
die beiden Punktreiheu u und u', welche die Tangenten des 
Kegelschnittes C bestimmen und die beiden Büschel und 
0', welche die Punkte von C bestimmen; der Büschel ist 
perspectivisch zu der Punktreihe u und auch der Büschel 0' 
liegt perspectivisch zu der Punktreihe u'. Wenn also eine 
beliebige Tangente von C die Träger u und u' in A und A' 
schneidet, so treffen die Strahlen OA und O'A' in einem 
Punkte M von C zusammen; wird, umgekehrt, ein Punkt M 
von C aus den Centren und 0' projicirt, so werden die 
projicirenden Strahlen u und u' in zwei Punkten A und A' 
derselben Tangente von C schneiden. Oder: 



Drehen sich zwei Seiten eines 
veränderlichen Dreiecks AA'M 
um zwei feste Punkte und 0' 
eines gegebenen Kegelschnittes, 
während die gegenüberliegenden 
Eckpunkte zwei Geraden « und 
u' und der dritte Eckpunkt den 
Kegelschnitt durchlaufen, so ist 
die dritte Seite stets Tangente 
an einen bestimmten Kegel- 
schnitt, welcher die beiden Ge- 
raden M und u' berührt. 



"Wenn zwei Eckpunkte eines 
veränderEohen Dreiecks AA'M 
zwei Tangenten u und u' eines 
gegebenen Kegelschnittes durch- 
laufen, während die gegenüber- 
liegenden Seiten sich um zwei 
feste Punkte und 0' drehen 
und die dritte Seite obigenKegeb 
schnitt berührt, so durchläuft 
der dritte Eckpunkt einen be- 
stimmten Kegelschnitt, welcher 
durch die Punkte und 0' geht. 



»}Po^ 



, Kr. &G5. 
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238. Nehmen wir an, es werden in einem Dreiecli TU S 
die Seiten ES, ST, TR (Fig. 186,) von einer Transversalen 
in Ä', B', G' geschnitten und setzen voraus, dass die Polaren 
dieser Punkte in Bezug auf einen gegebenen Kegelschnitt K 
(der in der Figur nicht gezeichnet ist) dieselbe Transveisale 
in den Punkten A, E, C schneiden. Die drei Paare i-eci- 
proker Punkte AA', BB', CG' werden eine Involution bil- 




den (220); folglich (103) laufen die Geraden TA, EB, SC 
in einem Punkte Q zusammen. Setzen wir des Weiteren 
voraus, es sei T recipvok zu A' und der Punkt R reciprok zu 
B', so sind T A und R B die Polaren von A' und B' (in Bezug 
auf den gegebenen Kegelschnitt K); der Schnittpunkt Q dieser 
Polaren wird folglich der Pol der Transversalen A' B' sein. 
Nun ist G' ein weiterer Punkt dieser Geraden und reciprok 
zu 0; seine Polare wird QG sein; QC geht aber durch S, 
folglich sind auch S und C'.reciproke Punkte. Betrachten 
wir jetzt das von der Transversalen und den Seiten des Drei- 
ecks TRS gebildete vollständige Vierseit, so kommen wir zu 
dem Lehrsätze: 

Bilden die Endpunkte (T, A'), (R, B') zweier Dia- 
gonalen eines vollständigen Vierseits zwei Paare 
reciproker Punkte in Bezug auf einen gegebenen 
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Kegelschnitt, so sind anch tlie Entlpunlite (S, C) 
der dritten Diagonale in Bezug auf denselben Ke- 
gelschnitt reciprok *). 

I. Der eorrelative Lehrsatz möge übungsweise von dem 
Studirenden bewiesen werden : 

Werden zwei Paare Gegenseiten eines vollstän- 
digen Vierecks von G-eraden gebildet, die in Bezug 
auf einen Kegelschnitt reciproh sind, so sind auch 
die beiden andern Seiten in Bezug auf denselben 
Kegelschnitt reciproke Geraden. 

Um dieses vollständige Viereck zu erhalten, hat man nur 
die i'eeiprok-polare Figur des in dem Hesse'schen Lehrsatz 
betrachteten Vierseits, d.' h, die Figur zu nehmen, welche 
von den Polaren der sechs Punkte (T, k'), (R, B'), (S, C) 
gehiklet wird. 

IL Der folgende Satz ist eine Folgemng des eben be- 
wiesenen Lehrsatzes: 

Sind zwei Dreiecke in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt reciprok, so sind sie eollineat '■''). 

Es sei ABC irgend ein Dreieck (Fig. 187); die Polaren 
der Eckpunkte in Bezug auf einen gegebenen Kegelschnitt 




bilden ein anderes, zum ersten reciprulfes Dreieck A' B' C, 
d, h. die Seiten des ersten sind auch die Polai'en der Eck- 
punkte des zweiten. E sei der Schnittpunkt der Seiten CA 
und CA' und F derjenige von AB und A'B'. Die Punkte 

"j Hesse, De oeto punctis interaectioviiB tiium supeißeiernm secundi 
oi-dinis (Diflsei-tatio pro venia legendi, Regiomonti, 1840), S. 17. 
=>i) Chasles, loc. cit., Nr. 135. 
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B und E sind reciprok, denn E liegt auf CA' der Polaren 
von B; ebenso sind die Punlde C und F recipi-ok. Wir haben 
also in dem von den Geraden BC, CA, AB nnd EF gebil- 
deten Viei'seit zwei Paare Gegenecken B, E «üd C, F, welclie 
in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt reciproke Pole sind; 
folglich sind es auch die beiden andern Eckpunkte, nämlich 
der Punkt Ä und der Schnittpunkt D der Geraden E C und 
EF. Die Polare von A, das ist B' C, geht also durch den 
Schnittpunkt D von BC und EF; mit andern Worten: die 
Paare der Gegenseiten der beiden Dreiecke ABO und A'B'C 
schneiden sich in drei Punkten D, E und F einer Geraden. 
Daraus folgt (14), dass die Verbindungslinien der Eckpunkte 
AA', BB', CC in einem Punkte 0, dem Pol von DEF, zu- 
sammenlaufen. 

in. Combinirt man diesen Lehrsatz mit demjenigen Yon 
Nr. 118, so kann man folgende Eigenschaft erkennen: 

Sind zwei Dreiecke in Bezug auf einen Kegelschnitt K 
reciprok, so liegen die sechs Punkte, in welchen die Seiten 
des einen die nicht-entsprechenden Seiten des anderen schnei- 
den, auf einem Kegelschnitt C; die sechs Geraden, welche die 
Eckpunkte des einen mit den nicht entsprechenden Eck- 
punkten des andern verbinden, sind Tangenten an einen 
andern Kegelschnitt C, welclier in Bezug auf K zu C reci- 
prok-polar ist (232) "); diese sechs Geraden sind in der That 
in Bezug auf K die Polaren der sechs obigen Punkte. 

Ist eines der beiden Dreiecke (A' B' C) dem andern 
(ABC) eingeschrieben, so fallen die drei Kegelschnitte in einen 
zusammen, welcher dem ersten Dreieck umsehrieben, dem 
zweiten eingeschrieben ist (137, 139). 

IV. Zwei collineare Dreiecke ABC und A' B' C sind ge- 
geben; man soll denjenigen Kegelschnitt constrairen , in Bezug 
auf welchen sie reciprok sind. Um die Punkte zu erhalten, in 
welchen dieser Kegelschnitt z. B. die Gerade BO trifft, hat man 
nur zu beachten, dass diese Punkte die Doppel demente derjenigen 

") Wir nennen zwei Seiten B C und B' C der beiden Dreiecl;e ent- 
aprechenö , wenn jede dem Pol der andern gegenüberliegt. 
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Involution sind , in welciier B dem Schnittpunkt von B und 
C A' und dem Schnittpunkt von B und A' B' entspriclit 
(220). Da die Pnnkte A' und B die Pole der Geraden B C und 
CA' sind, so werdeu diese Punkte and der Durchsclinitt der 
beiden Geraden die Eckpunkte eines Poldreieclis sein (192). Sollte 
es also vorkoaimen, dass man beim Aufsuchen der Schnittpunkte 
des Kegelschnittes und der Geraden BC und CA', ■wie wir 
soeben gethan haben, zwei Involutionen ohne Doppelelemeate 
findet, so muss man daraus schlieseen, dasa der Kegelschnitt 
nicht vorhanden ist; denn wenn er wirklich vorbanden wäre, so 
müssten ihn zwei Seiten des Poldreiecks schneiden (195). 

Der Collineationsmitteipunkt der beiden gegebenen Di-ei- 
ecke (Fig. 187) ist der Pol der Collineationsaxe DEP; die pro- 
jeetivisehe Verwandtschaft (219) zwischen den Punkten (Polen) 
der Axe und den vom C olline ationscentrum ausgehenden 8trahlen 
(Polaren) ist durch die drei Paare entsprechender Elemente D 
und AA', E und BB', P und OC bestimmt; man wird darum 
mit Hülfe des Lineals die Polare (oder den Pol) eines beliebigen 
andern Punktes der Axe (eines beliebigen andern von aus- 
gehenden Strahles) construiren können (66). 

Was wir soeben von dem Punkte und der Collineationsaxe 
aussagten, kann auch an irgend einem Eckpunkt des einen Drei- 
ecks und seiner Polaren (das ist die entsprechende Seite des an- 
dern Dreiecks) wiederholt werden. Denn betrachtet man z. B. 
den Eckpunkt A' und die Seite BO, so ist die projectlvisohe 
Verwandtschaft zwischen den von A' ausgehenden Strahlen und 
den Punkten von B C durch die drei Paare entsprechender Ele- 
mente, A' B' und 0, A' C und B, A'O und D bestimmt. 

Das Vorhergehende vorausgesetzt, kann man auch die Polare 
eines beliebigen Punktes P oder den Pol einer beliebigen Geraden 
p construiren. Ist nämlich P gegehen, so können wir schon die 
Pole der Geraden PO, PA, PB, PC, PA',.-- construiren, 
welche alle auf einer geraden Linie X, der gesuchten Polaren 
von P liegen. Gibt man dagegen die Gerade p, so müssen die 
Polaren derjenigen Punkte, in welchen sie BC, CA,... trifft, 
in einem Punkte, dem Pol von p, zusammenlaufen. 

Beachten wir, dass alle diese Bestimmungen von Polen und 
Polaren linear (vom ersten Grade) und von der Construction des 
Pundamental-Kegelschnittes unabhängig sind, dass letztere aber 
eine Aufgabe des aweiten Grades ist, weil sie auf die Construction 
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der Doppelslemeiite einer Involution herauskommt. Die Con- 
ätruction der Pols und Polaren ist also immer möglich, auch 
wenn der Fundamental -Eegelschnitt gar nicht existirt. Mit sxi- 
dern Worten: die beiden gegebenen collinearen Dreiecke be- 
stimmen zwischen den Punkten und Geraden der Ebene eine 
solche reciproke (involutorisch liegende, 234) Verwandtschaft, 
dasa jedem Punkte eine Gerade, jeder Geraden ein Punkt ent- 
spricht, dass den Strahlen eines Büechels die Punkte einer Punkt- 
reihe entsprechen, die zu dem ßüachel projectivisoh iat und um- 
gekehrt. Wir wollen übereinkommen, einen beliebigen Punkt 
und die ihm eutsprecheade Gerade Pol und Polare und diese 
Gesammtheit von Polen und Polaren, welche alle Eigenschaften 
derjenigen besitzt, die durch einen Fundamental -Kegelschnitt 
(188) bestimmt ist, ein Polarsystem au beissen. 

Zwei collineare Dreiecke bestimmen also ein Polaraysteni, 
Existirt ein I'undamental-Kegelachnitt, ao ist er der Ort der Pole, 
die auf ihren bezüglichen Polaren liegen und auch die Umhül- 
lun^curve der Geraden, die durch ihre bezüglichen Pole gehen, 
Existirt kein Pundamental-Kegelschaitt, so gibt ea auch keinen 
Punkt, der auf seiner eigenen Polaren liegt *), 

§ 23. Folgerungen und Constructlonen. 

239. Setzen wir voraus, dass in dem Lehrsatze von Nr. 305 
die Eckpunkte B und C des eingesebriebenen Dreiecks ABO 
die unendlich fernen Punkte der Hyperbel sind; dann wird S 
(Fig. 171) der Mittelpunkt der Ourve sein und der Lehrsatz wird 
folgender : 

Zieht man ans einem Punkte der Hyperbel die Parallelen zu 
den Asymptoten, so treffen sie einen beliebigen Dui'chmesaer in 
zwei reciproken Punkten F und G; oder auch: 

Zieht man durch zwei reciproke Punkte, die mit 
dem Centrum der Hyperbel in einer Geraden liegen, die 
Parallelen zu den Asymptoten, so miiaaen sie sich auf 
der Curve schneiden 

Hieraus eigibt aicb ein Verfahren, die Hyperbel punktweise 
au construiieu wenn be Asymptoten und ein Punkt M gegeben 
sind. Man nimmt auf der Geraden SM, welche den Schnittpunkt 

") Staudt, lou CiL, Kr. 241, 
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S der Äsymptaten mit dem gegebenen Punkte M verbindet, zwei 
oonjugirte Punkte der durch den Gentralpunkt S und den Doppel- 
punkt M bestimmten Involution; diese Punkte eind in Bezug auf 
den Kegelschnitt reeiprok (220); legt man also durch sie Paral- 
lele zu den Asymptoten, so werden die Eckpunkte des entstan- 
denen Parallelogramms Punkte der ku construirenden Curve sein, 

240. Wenden wir in gleicher Weise den Lehrsatz von 
Nr 204 aut die Hyperbel an, indem wir voraussetzen, dass die 
Seiten 'j und c des umschrieb enen Dreiecks abe die Asym- 
ptoten 'leipn 

Zieht man irgend zwei parallele Geraden (/", g) durch die 
Schnittpunkte der Asymptoten mit einer beliebigen Tangente der 
Hjpeibel, &o sind diese Geraden reeiprok; oder auch; 

Zwei parallele reciproke Geraden schneiden die 
Asymptoten in zwei Punkten, welche derselben Tan- 
gente der Hyperbel angehören. 

Man leitet hieraus ein Verfahren ab, die Tangenten einer 
Hyperbel au construiren, wenn die Asymptoten b und c und eine 
Tangente m gegeben sind. Zu diesem Zwecke hat man nur pa- 
rallel au m zwei conjugirte G-eraden derjenigen Involution (99) an 
ziehen, in welcher m ein Doppelstrahl und der parallele Durch- 
messer der Centra3strah! ist. Diese beiden Geraden sind in Be- 
aag auf den Kegelschnitt reeiprok; verbindet man also ihre 
Schnittpunkte mit den Asymptoten mit einander, so wird man 
awei Tangenten der Cnrve haben. 

241. Zwei beliebige Punkte einer Parabel mögen B und C 
sein: A sei der Schnittpunkt der Ourve mit demjenigen Durch- 
messer, der durch die Mitte von B C geht. Zwei reciproke Punkte 
auf diesem Durehmesser, d. h. zwei Punkte, die gleich weit von 
Ä entfernt sind (106), heiaaen F und G; vermöge des Lehrsatzes 
von Nr. 205 schneiden sich die Geraden P B und G, sowie die 
G-eraden BG und F in Punkten der Curve. 

Daraus folgt die punktweise Oonstruction der Parabel, die 
einem Dreieck ABC umschrieben ist und die eine von A nach 
der Mitte von B C gezogene Gerade zum Durchmesser hat. 

Nehmen wir auf der Sehne B C zwei reciproke Punkte H 
und H', d. h. solche Punkte, die durch B und harmonisch ge- 
trennt sind. Da die Punkte H und H' mit dem Pol des durch 
L. Cremono, Elem. ä. projeot. Geometrie. 18 
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A gehenden DurchmeBsera in gerader Linie sind , so werden wir 
mit Anwendung dea Lehrsatzes von Nr. 205 einen Punkt der 
Parabel erhalten, indem wir den Durchachnitt von Ä H mit dem 
durch H' gehenden Durchmesser construireii (einen zweiten Punkt 
im Durchachnitt von AH' mit dem Durchmesser durch H). So 
ergibt sich ein neues Mittel, punktweise die Parabel zu construi- 
ren, die den oben gegebenen Bedingungen entspricht. 

242. Im Lehrsatz von Nr. 204 sei die Tangente c unendlich 
ferne; dann folgt: 

Sind « und b zwei Tangenten einer Parabel und zieht man 
durch einen beliebigen Punkt des zu « conjugirten Durchmessers 
zwei reciproke Geraden, von denen eine durch den Punkt «6 
geht, so ist die andere paraUel b und umgekehrt. 

So erhalten wir eine Methode, mit HUlfe der Tangenten die 
Parabel zu construiren, von welcher zwei Tangenten a und t, 
der Berührungspunkt A von a und die Eichtung der Durchmesser 
gegeben sind. Wir ziehen durch A den Durchmesser *); er wird 
I in treffen; die zweite durch gezogene Tangente t' wird 
diejenige Gerade sein, welche durch den Durchioesser OA und 
die Parallele zu a von t harmonisch getrennt ist. Ziehen wir nun 
durch zwei reciproke Geraden, d. h. zwei Geraden /( und /*', 
welche ( und l' harmonisch trennen; die durch den Punkt ka ge- 
zogene Parallele zu h' und die durch den Punkt li' a gezogene 
Parallele zu h werden Tangenten an die gesuchte Parabel sein. 

243. Wird in dem Lehrsatz von Kr. 204 vorausgesetzt, es 
sei die Gerade a unendlich ferne und die Geraden b und c zwei 
Tangenten der Parabel, so ergibt sich: 

Die durch einen Punkt der Berührungs sehne gezogenen Pa- 
rallelen zu zwei Tangenten der Parabel sind reciprok. Durch 
Anwendung desselben Lehrsatzes haben wir also: 

Zieht man durch einen Punkt der Beriihrungssehne 
zweier Tangenten b und c einer Parabel zwei Geraden, 
/* parallel au & und h' parallel zu c, so wird die Verbin- 
dungslinie der Punkte kc und k' b eine Tangente an die 
Curve sein*'). 

*') D. i. die Polare dea unendlich ferne« Punktes von a. 
"i} De laHire, loc. cit., Buch III, S. 21. 
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Daraus ergibt sich eine Gonstmction der Tangenten au eine 
Parabel, welche durch zwei Tangenten und ihre Berührungspunkte 
bestimmt ist. 

244. Setzen wir voraus, im Leiirsatz von Nr. 205 sei 
das eingeschriebene Dreiecli A A) M, d. h. es liegen zwei Ecli- 
puükte A nnd Aj in gerader Linie mit dem Centmm des 
Kegelschnittes (Ellipse oder Hyperbel. Fig. 188); der Pol der 
Seite AAj wird der unendlich ferne Schnittpunkt der durch 
den Durchmesser AA, halbirten Sehnen sein. Dieser Lehr- 
satz (205) wird dann: 

Gerade Linien, welche ans zwei reciproken Punk- 
ten P und P' nach den Endpunkten A und A, des- 



jenigen Durchmessers gezogen werden, dessen con- 
jugirter Durchmesser parallel PP' ist, schneiden 
sich auf dem Kegelschnitt. 

L Die analog P P' genommenen Paare reciproker Punkte 
auf dem A Aj zugeordneten Durchmesser bilden eine Invo- 
lutioü (220), deren Centralpunkt der Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes ist. Hat diese Involution zwei Doppelelemente B, 
B,, so gehören diese Punkte der Curve an, die folglich eine 
Ellipse ist. Hat die Involution keine Doppelpunkte, so ist 
der Kegelschnitt eine Hyperbel (212); man kann dann zwei 
Punkte B und B, finden, die in der Involution conjugirt und 
folglieh in Bezug auf den Kegelschnitt reciprok sind und in 
deren Mitte Hegt (96). Im einen wie im andern Fall ver- 
steht man unter der Länge des AAj zugeordneten Durch- 
messers das Segment BB, (218. 223), 
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Für die Ellipse hat man (223) 

P . P' =- Const, = B '^ OB,', 
für tlie Hyperbel 
OP.OP' = Const. = OB . OB, = — ÜB = — OB, . 

II, Der vorlierg eilen de Lehrsatz vermittelt die Auflösung 
der Aufgabe: 

Man soll jjunktweiae den Kegelschnitt eonstruiren, 
von welchem zwei conjugirte Durchmesser ÄA, undBB, 
der Grösse und der Lage nach gegeben sind. 

Im Fall der Ellipse (Fig. 188) gehören die vier Punkte A, 
Aj, B, B, der Onrve an; im Fall der Hyperbel (Fig, 189) soll 
A A| derjenige Darchraesser sein, welcher den Kegelschnitt trifft, 
Fig. 18». 



Wir conatrairen über dem Durchmesser B Bj^ inehvere Paare 
oonjugirter Punkte P P' derjenigen Involution, deren Centralpunkt 
ist und für welche die Punkte B und B, im ersten Fall Doppel- 
punkte, im zweiten Fall conjugirte Punkte sind. Die Strahlen 
AP und A| P' (sowie die Strahlen A, P und AP') werden sich 
auf der Curve schneiden. 

III. Die parallel AP und A|P' gezogenen Geraden OX 
und OX' sind zwei conjugirte Durchmesser (215). Die cou- 
jugirteü Durchmesser bilden eine Involution (225), folglieh 
bilden die Paare der X und X' analogen Punkte (in welchen 
ilie Durehmesser die Tangente in Ä. schneiden) ebenfalls eine 
Invokitionj deren Centralpunkt A ist, weil OA und die AX 
parallele Gerade B zwei conjugirte Durchmesser sind. Ist 
der Kegelschnitt eine Hyperbel, so hat die Involution der 
conjugirten Durchmesser zwei Doppelstrahlen, welche die 
Asymptoten sind; also sind die Punkte K und Kj, in welchen 
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äX die Asymptoten trifft, die Doppelpunkte der Involution 
XX'... ''). 

iV. Aus den coiigruenteii Dreiecltcii OPA und ÄXO 
folgt: AX = — OP und aus den cougnienten Dreiecken 
OP'A, und AX'O ebenso AX' = OP'*'); man hat aber 

OP.OP' = + b"B"(96), also AX, AX' = + OB . 
Oder auch: 

Das Rechteck der Segmente, welche zwei eonju- 
girte Durchmesser auf einer fixen Tangente, vom 
Berührungspunkt aus gemessen, abschneiden, ist 

stets gleich dem Quadrat \+ OB / über dem halben 
Durchmesser, der jener Tangente parallel ist. 

V. Im Falle der Hyperbel sind die Punkte K und Kj die 
Doppelelemente derjenigen Involution, in welcher A der Cen- 
tralpunkt, X und X' zwei conjugirte Punkte sind; es ist also 

Ä X . A X' = Tli^ 0^ , folglich A K = B. 

Damit ist bewiesen, dass die Figur AKB ein Parallelo- 
gi'amm ist, d. h. 

"Wenn man über zwei conjugirten Durchmes- 
sern der Hyperbel ein Parallelogramin construirt, 
so fallen die Diagonalen mit den Asymptoten zu- 
sammen *'^). 

Um einzusehen, dass AB der zweiten Asymptote parallel 
ist, hat man nur den harmonischen Bu'^chel zu betrachten 
(225), der von den beiden Asymptoten und den beiden con- 
jugirten Durchmessern OÄ und OB mit iei Transversalen 
A B gebildet wird. Der Schnittpunl t dei einen Asymptote 

*) In der Fig. 189 ist nur einer de Pu kt R K beaeiclinet. 

^'1) Um sich die Zeichen an erklären, hat m i rz beachten, dass 
im Falle der Ellipse P und P' die gle l e R cl ung A X and A X' 
aber entgegengesetzte Richtung haben; n Fal e der Hjperbel sind OP 
und P' entgegengesetzt, Ä X und A X' g I ge e 

n) Apollonius, lue. cit., IIb. II, ':> I 
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iiiicl (1er Transversalen ist der Mittelpunkt von A B : der 
Schnittpunkt der anderen wird also unendlich ferne liegen (52). 

VI. Der Schnittpunkt des Durchmessers OX und der 
Tangente im Punkte A, sei Xj. Da X' und Xj zwei reci- 
proke Geraden sind, die durch einen Punkt der Berährungs- 
sehne AA, der Tangenten AX und AjX^ gehen, so wird die 
Gerade X'X, (204) eine Tangente des Kegelschnittes sein. 

Der Berührungspunkt dieser Tangeute ist M, der Schnitt- 
punkt der Geraden AP und AjP' (244). 

YII. Berücksichtigen wir auch noch, dass X'X, eine Dia- 
gonale des Parallelogramms ist, welches von den Tangenten 
in A und Aj und den durch P und P' gezogenen Parallelen 
zu AA( gebildet wird, so kommen wir auf folgende Art zu 
demselben Resultate. Die Punkte eines Durchmessers haben 
Parallele zu dem conjugiiten Durchmesser zu Polaren (212); 
zieht man also durch die reeiproken Punkte P und P' Paral- 
lele zu AAj, so wird die erste die Polare von P', die zweite 
die Polare von P sein; also sind diese Parallelen i-eciprok. 
Wenden wir jetzt den Lehrsatz von Nr. 204 auf diese reei- 
proken Geraden und die beiden Tangenten in A und Aj an, 
so erhalten wir folgenden Satz: 

Sind zwei Gegenseiten eines Parallelogramms 
Tangenten an einen Kegelschnitt, die beiden an- 
dern Seiten aber reciproke Geraden, die deniDurch- 
messer, welcher den beiden Tangenten zugeordnet 
ist, parallel laufen, so sind die Diagonalen eben- 
falls Tangenten an den Kegelschnitt, 

V!II. So erhält man folgende Auflösung der Aufgabe; 

Vermittelst Tangenten den Kegelschnitt au conetrui- 
ren, von welchem zwei conjugirte Durchmesser A A, 
und BB| der Grösse und Richtung nach gegeben sind. 

Setzen wir in dem Fall, wo diese Curve eine Hyperbel ist, 
-voraus, es sei BB, derjenige Durchmesser, welcher nicht von der 
Curve geschnitten wird, bestimmen auf dieser Geraden ein Paar 
conjugirte Punkte P und P' in derjenigen Involution, welche den 
Mittelpunkt der Gurve als Centralpunkt und die Punkte B und 
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B| entweder als Doppelpunkte oder ala conjugirte Puakte hat, je 
nachdem es sich darum handelt, eine Ellipse oder eine Hyperbel 
zu zeichnen; ziehen wir hierauf durch A und A, Parallele zu 
BBj und durch P und P' Parallele zu AAj; die Diagonalen des 
so erhaltenen Parallelogramms werden Tangenten an den gesuch- 
ten Kegelschnitt sein. 

IX. Die Segmente AX imd A, Xj siiit! gleich mul ent- 
gegengesetzt; wir haben aber gesehen, dass 

AX.AX' ^ + Öb\ also AX' . A,X, = + OB 
oder : 

Das Rechteck der Segmente, welche eine ver- 
änderliche Tangente (X'Xj) auf zwei festen iiaralle- 
len Tangenten, von ihrem Berührungspunkt aus ge- 
messen, abschneidet, ist also gleich dem Quadrat 

Vi *^-^ } über dem halben Durchmesser, der den 
festen Tangeuten parallel ist''")- 

X. Da die Gerade B den Streifen zwischen A X und 
A,Xj halbirt, so sind die Segmente, welche AM und A, M 
beziehungsweise auf A, X, und A X (von Aj und A aus ge- 
messen) abschneiden, doppelt so gross als OP und OP'; nach 
dem Satze I dieser Nummer haben wir aber 

P . P' = coust. 

Folglieh : 

Die ■von den Endpunkten eines gegebenen Durcli- 
messers nach einem beliebigen Punkte des Kegel- 
schnittes gezogenen Geraden bestimmen auf den 
Tangenten, welche dem Durchmesser zugeordnet 
sind, zwei (von den Berührungspunkten aus gemessene) 
Segmente, deren Product constant ist*'). 

XI. Da der Punkt X (216) der Schnittpunkt der Tau- 
gente in A und der X'Xj parallelen Tangente ist, so kann 
der Satz IV auch so ausgedrückt werden: 

") Siehe Nr. 123. 

*i) Apollonius, loc. cit., hl). HI, 8. 53, 
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Das Rechteck der Segmente (A X, AX'), welche 
zwei veränderliche parallele Tangenten anf einer 
festen Tangente bestimmen, ist stets gleich dem 

Quadrat ^+ B J über dem halben Durchmesser, 
der jener festen Taugente parallel ist. 

XII. Der Lehreatz von Nr. 2M dient auch dazu, folgende 
Aufgabe zu lösen; 

Man gibt die beiden Endpunkte Ä und A^ des DurchmesaerB 
eines Kegelschnittes, einen dritten Punkt M und die Eiebtung 
des AA| zugeordneten Durchmessers; man ßoll die Länge des 
zweiten Durchmessers bestimmen. 

"Wir ziehen durch 0, die Mitte von A A[, den Durchmesser, 
dessen Richtung gegeben ist; er wird von AM und A[ M in P 
und P' geschnitten; dann suchen \yir die mittlere Proportionale 
OB zwischen OP und OP'; so wird OB die Hälfte der gesuch- 



Xin. Der Lehrsatz IV führt zu einer Construction der 
Paare oonjugirter Durchmesser und insbesondere der Axen einer 




Ellipse, von welcher zwei halbe conjugirte Dorchmesaer A und 
OB der Grösse und Richtung nach gegeben sind (Pig. 190). 

Wir ziehen durch A die Parallele zu B; diese Gerade wird 
die Tangente in A sein und awei beliebige conjugirte Durch- 
messer werden sie in zwei Punkten X und X' so schneiden, 
dass 

AX. AX' = —"ob". 
Nehmen wir also auf der Normalen in A awei Segmente AG 
und AD gleich OB, so wird jeder durch- C und D gezogene 
Kreis diese Tangente in zwei Punkten X und X' mit der in obiger 
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Gleichung ausgesprochenen Eigens chaft also in zwei Punkten 
schneiden, die, mit dem Centrum verbunden, die Dichtungen 
zweier conjugirten Durchmesser geben werden. Läset man den 
Kreis durch gehen, so wird der Winkel SOX' ein rechter; 
alao werden OX und OS' die Richtungen der Axen sein *). 

24Ö. Ziehen wir durch die Endpunkte A und A' (Fig. 191) 
von zwei conjugirten Halbmessern OA undOA' eines Kegel- 
schnittes in beliebiger Richtung zwei parallele Sehnen A B 
und A'B'. Um die Punkte B und B' zu eonstruireu , hat man 
nur die Pole dieser Sehnen zu verbinden; man wird so den 
Durchmesser OS' erhalten, welcher ihre Mitten enthält. Die 




Gruppen von je vier Strahlen (X, X', A, B) und (X', X, 
A', B'J sind harmouiscb (52) und darum projectivisch, also 
bilden die Strahlenpaare (X X' . A A' . E B') eine Involution 
(94); da nun aber die beiden Paai-e CXX' . A A') die In- 
volution der conjugirten Durchmesser bestimmen (98, 225), 
so sind auch B und B' zwei conjugirte Durchmesser. 
Oder: 

Zieht man durch die Endpunkte A und A' zweier 
conjugirten Halbmesser zwei parallele Sehnen AB 
und A'B', so sind die Punkte B und B' die Endpunkte 
von zwei andern conjugirten Halbmessern. 

Zwei Durchmesser AA und BB bestimmen vier Sehnen 
AB, welche die Seiten eines Parallelogramms sind (1Ö4, 215). 
Die bezüglichen conjugirten Durchmesser A'A' und B'B' lie- 
fern ebenso ein anderes Parallelogi'amm , dessen Seiten den- 

"y Chasleg, Apergu S. 45 und 362; Sections coiiiqiies, Sr. 205. 
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jemgen Jes ersten parallel sind, cl. h. jede Sehne Aß ist 
zwei Sehnen A'B' parallel, zwei anderen A'B' nicht parallel. 
I. Die Schnittpunkte von AB und den Geraden A' 
und OB' mögen H und K sein; der Durehmesser OX', wel- 
cher A'B' halbirt, geht auch durch die Mitte von HK; die 
Geraden A B und H K haben also den gleichen Mittelpunkt 
und AH = KB, ebenso AK = HB. Die Dreieclte OAK 
und OBH sind also gleich*), ebenso die Dreiecke AKB' 
und BHA' und folglich auch die Dreiecke OAB' und OA'B. 
Oder: 

Das üher zwei Halbmessern (OÄ, OB') construirte 
Parallelogramm ist gleich dem Parallelogramm, das 
über den beiden beziehungsweise conjugirten Halb- 
messern construirt wird. 

Auf dieselbe Art beweist man auch die Gleichheit der 
Dreiecke OAB und CA' B'. 

Die Dreiecke AHA' und EKB' sind aus demselben 
Gründe gleich; die Dreiecke OAH und OBE und folglich 
auch die Dreiecke OAA' und OBB' sind gleich; mit andern 
AVorten : 

Das über zwei conjiigirten Halbmessern con- 
struirte Parallelogramm hat einen coustanten In- 
halt. 

H. Die Mittelpunkte der nicht parallelen Sehnen A B 
und A'B' sollen M und N sein. Da AB und A'B' die Rich- 
tungen von zwei conjugirten Durchmessern haben (215) und 
ON der der Sehne A'B' zugeordnete Diuxhmesser ist, so wird 
ON parallel AB sein; ebenso sind OM und A'B' parallel; 
die Winkel OMA und N A' sind also gleich oder Supple- 
mente. Da ausserdem die Dreiecke OMA und ONA' als 
Hälften der gleich grossen OAB und A' B' inhaltsgleich 
sind, so haben wir die Gleichung 

OM.AM = + ON.NA'*')- 

*') Baltzer, Flamm., S. 61. 

**!) Das durch die gegenseitige Lage der Segmente M, IS A' und 
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Projiciren wir jetzt (Fig. 192) die Punkte A, M, B, M, 
N, B' aus dem uiiendüch fertien Punkte von B auf die Ge- 
rade B'B'. Das Verhältniss der parallelen Segmente AM und 
ON, OM und NA' ist gleich demjenigen ihrer Projectionen, 
man wird also aus der obigen Gleiehimg sehliessen, dass das 
Rechteck der Projectionen von OM und AM gleich dem 
Rechteck der Projectionen von ON und NA' ist. Da die 




projicirendeu Strahlen parallel B sind, so sind die Projec- 
tionen von OM und MA beide gleich der Hälfte der Pi'O- 
jection von B A oder derjenigen von A. Da N die Mitte 
von A'B' ist, so wird die Projection von ON die halbe Summe 
der Projectionen von OA' und OB' und die Projection von 
NA' die Hälfte der Projection von A'B' oder die halbe Dif- 
ferenz der Projectionen von A' und B' sein. Mau hat also 
(Proj. A)' = + Proj. (0 A' + E') X Proj. (0 E' — A') 
oder 

(Proj. A')'' + (Proj. A)* = (Proj. B')^. 

Würde man dieselben Punkte mit Hülfe von Parallelen 
zu OB' auf OB projiciren (Fig. 193), so erhielte man 
(Proj. A)s + (Proj. A')^ = (Proj. B)'^. 

Damit ist bewiesen: 

Werden zwei beliebige conjugirte Halbmesser 
mitHülfe von Parallelen zu einem Durchmesser auf 

der Segmente ON, AM begründete doppelte Vovaeiclien entspricht dem 
Fall der lllipse (Fig. 191) and demjenigen der Hyperbel (Fig. 192). 
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deü conjugü'teii Durcbmesser projicirt, so ist (bei 
der Ellipse) die Summe oder (bei der Hyperbel) die 
Differenz der Quadrate der Projectionea stets gleich 
dem Quadrate dieses letzteren Halbmessers. 




Nauii dem rytliagorüischeii Lehrsätze ist die Summe 
der Quadrate der rechtwinkligen Projectionen einer Strecke 
auf zwei lothrechten Geraden gleich dem Quadrat der Strecke 
selbst*); werden also zwei conjugirte Durchmesser rechtwinklig 
auf eine Axe des Kegelschnittes projicirt und die Quadrate 
der Projectionen eines jeden Durchmessers auf beide Axen 
addirt,-SO erhält man folgenden Lehrsatz: 

Die Summe (bei der Ellipse) oder die Differenz 
(bei der Hyperbel) der Quadrate von zwei beliebigen 
conjugirten Halbmessern ist coustant; sie ist stets 
gleich der Summe oder der Differenz der Quadrate 
der halben Axen *'). 

246. Setzen wir Toraus, dass die Selten B C, CA, AB 
eines Dreiecks (Fig. 194) einen Kegelschnitt in den Punkten- 
paaren DD', EE', FF' durchschneiden. Sieht man dieses 
Dreieck so an, als sei es von den Transversalen DE und D'E' 
in den Punkten DD', EE', GG' geschnitten, so ergibt der 
Lehrsatz des Menelaus (104) folgende Gleichungen 
BD CE AG , BD' CE' AG' 



: 1. 



(c) 



*J BaJtze 
'''ij Apül] 



, Hb. VII, Ö, 12, 13, 22, lä. 
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Dag Viereck DEE'D' ist dem Kegelschnitt eingeschrie- 
ben ; die Transversale A B schneidet dessen Gegenseiten und 
den Kegelschnitt in drei Punkfcenpaaren, die nach dem Lehr- 




satz von Deaargues (143) eine Involution bilden: wir haben 
also (100) die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

(ABFG) ^ (BAF'G'), 
woraus 

(ABFG) = (ABG'F')(38) oder (ABFG) : (AB G'F') =- 1 
in anderer Form 

AF^AF . A G . A G' _ 
BTTBF' ■ BG. BG'~ 



(-ß) 



(1) 



Miiltiplicirt man diese drei Gleiehnngeti Ca) und (/V) mit 
einander, so findet mun 

ß D . B D' C E . C E' A F. AF' _ 
C D , C D' " AE. AE' ' BF . B F' ~" 

Diese Relation drückt einen berühmten Lehrsatz von 
Carnot aus *). 

I. Hat man, umgekehrt, auf den Seiten BC, CA, AB 
eines Dreiecks drei Punktenpaare DD', FE', FF' und befrie- 
digen die durch diese Punkte und die Eckpunkte bestimmten 
Seitenabschnitte die Gleichung (1), so gehören diese sechs 

'') Geometrie de pusitioii, S. 437. 
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Punkte (leniseltien Kegelschnitte an. Demi beschreiben wir 
den durch die fünf Punkte D, D', E, E', F bestimmten Kegel- 
schnitt, so möge F" dessen zweiter Schnittpunkt mit A B sein. 
Wir haben dann, vennöge des Carnot'schen Lehrsatzes, eine 
Gleichung, welche sich von der obigen Relation (1) nur darin 
unterscheidet, dass an der Stelle von F' der Punkt F' steht. 
Diese Gleichung gibt, verbunden mit (1) 

AF:BF' = AF" :BF" 
und hieraus 

(ABF'F') = 1 oder (B"'FBA) = 1, 
es müssen also (57) F' und F" eoincidiren. 

II. Eückt der Punkt A ins Unendliche (Fig. 195), so 
nähern sich die Verhältnisse AF : AE, AF' : AE' der Ein- 
heit, folglich wird die Gleichung (1) in diesem Falle 

BD-BP - C E.CE' _ 
^' OD. CD' 'BF. BF 

Ziehen wir parallel B C eine Gerade, w'elche C E E' in 
Q und den Kegelschnitt in P und P' trifft; dann wird die 




letzte Gleichung, auf die Transversalen DD' und P P' ange- 
wandt, geben 

Q E . Q E' C D . C D' _ 
CE.CE' ' QP . QP'~ ' 
und, weun man diese letzten zwei Gleichungen mit einander 
multiplicirt, erhält man: 

B D . B D' ^ Q P . Q P ' 
BF . BF QE.Q,E'' 
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mit aiidcni "Worten: 

Zieht man durch einen beliebigen Punkt (Q) in 
gegebenen Richtungen zwei Transversalen durch 
einen Kegelschnitt, so stehen die Producte der Ab- 
schnitte (QP . QP' : QE . QE'), welche durch die Curve 
von dem Schnittpunkt der Transversalen aus auf 
diesen besUmmt werden, in einem constanten Ver- 
hältniss *): 

III. Wird vorausgesetzt, es sei in der Gleichung (2) der 
Kegelschnitt eine Hyperbel und an der Stelle von B C eine 
Asymptote HK der Curve genommen, so wird das Verhält- 
niss HD , HD'; KD. KD' gleich der Einheit; folglich 

HE. HF' =:- KE.KE', 
oder auch: 

Zieht man durch einen beliebigen Punkt H (oder H') 
einer Asymptote, parallel zu einer gegebenen Geraden, eine 
Transversale, welche die Hyperbel in zwei Punkten E und F' 
(oder D und D') schneidet, so ist das Kechteck der Abschnitte 
(oder H'D . H'D') constant. 

Trifft der Duixhmesser, welcher der gegebenen Richtung 
H'D parallel geht, die Curve in zwei Punkten S und S', so 
wird, wenn der Mittelpunkt ist, 

H'D .H'D' = OS.OS' = — ÖS. 
Schneidet der Durclimesser OT, welcher der gegebenen 
Richtung HF parallel geht, die Curve nicht, so wird man 
eine Tangente ziehen können, die ihm parallel ist, das Qua- 
drat desjenigen Abschnittes dieser Parallelen, welcher zwischen 
der Asymptote und dem Berührungspunkte liegt, wird ver- 
möge des vorliegenden Lehrsatzes gleich dem Rechtecke 
HF. HF sein; dieser Abschnitt aber ist (244) gleich der 
Hälfte T des parallelen Durchmessers, also 



HF .HF' ^ OT , oder: 



*) Apolloni. 
. dt, S. 202. - 
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Schneidet eine Gerade die Hyperbel in F uud 
F' (in D und D') und eine Asymptote in H (in H'), so 
ist dasProduetHF.HF'(dasProduct H'D.H'D') gleich 
dem positiven oder negativen Quadrat des halben 
Durchmessers OT (OS), der jener Sekante parallel 
geht; man hat das Vorzeichen + oder— zu nehmen, 
je nachdem die Curve solche Tangenten hat, die der 
Sekante parallel sind oder nicht. 

IV. Schneidet die Sekante die andere Asymptote in L 
(in L'), so haben wir (151) 

HF' = FL oder H'D' -= DL', 
folglich auch 

F H.FL = —01' oder D H' . D L' -- ü S ; also: 
Schneidet eine durch einen Punkt F (D) einer 
Hyperbel gezogene Gerade ihre Asymptoten in H 
und L (in H' und L'), so ist das Product FH.FL 
(DH'.DL') gleich (+) dem negativ oder positiv ge- 
nommenen Quadrat des halben Durehmessers, der 
jener Sekante parallel ist ( — oder -f- je nachdem die 
Curve solche Tangenten hat, die der Sekante parallel sind 
oder uicht). 

V. Maa leitet daraus eia Verfahrec. ab , die A xen einer Hy- 
perbe' zu construireu, von welchov zwei ooiijugirte 




Halbmesser OF und OT dor Grösse und Biulitung nach 
gegeben sind (Fig. 196). "Wir coastruiren zuerst die Asymptoten. 
Ist OP derjenige Durchmesser, welcher die Curve schneidet, so 
ziehen wir zu diesem Zwecke durch P die Parallele zu T ; das 
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wird die Tangente in F sein; dann nehmen wir auf dieser Geraden 
PP «jid 1"'Q gleich OT, so werden OP und OQ die Asymptoten 
sein (244). Um jetzt die Eichtungen der Axen OX und OY zu 
erhalten, hat man nm- die Halhirniigslinien der Aaymptotenwinkel 
oder die beiden rechtwinkligen, conjugirten Strahlen derjenigen 
Involution zu suchen, deren Doppelstrahlen OP und OQ sind 
(225, 226). 

Ziehen wir durch F die Parallele zu 5, sie schneide die 
Asymptoten in B und B' ; nehmen wir auf X den Abschnitt 
8 gleich der mittleren Proportionalen awiechen FB und PB', 
so wird OS die Länge der Halb-Axe in der Richtung von OX 
sein und diese wird die Gurve schneiden oder nicht schneiden, 
je nachdem die Abschnitte FB und FB' gleichen oder entgegen- 
gesetzten Sinn haben. Construiren wir endlich das Parallelo- 
gramm, dessen eine Seite OS ist, von welchem eine aweite Seite 
die Richtung von Y hat und dessen Diagonale mit einer Asym- 
ptote zusammenfallt; die Seite B wird die Länge der Halb-Axe 
in der Richtung von OY sein (244). 

VI. Nehmen wir in der Ebene eines Dreiecks ABC awei 
beliebige Punkte und 0'; die Geraden OA, OB, treffen 
beziehungsweise die Gegenseiten BC, CA, AB in den Punkten 
D, E und F; der Lehreatz von Oeva (104) gibt uns 
BD CE AF _ _ 
CD ■ AE ■ BF ~ ~ 
Treffen avich die Geraden O'A, O'B, O'ü die Gegenseiten 
des Dreiecks in den Punkten D', E', P', so werden wir ebenso 
haben 

Bip^ CE; A F' _ 
ÖD'" AE''BP' — - !■ 
Multipliciren wir diese beiden Gleichungen mit einander, so 
bekommen wir die Gleichung (1); also: 

Projicirt man aus zwei beliebigen Punkten die Eckpunkte 
eines Dreiecks auf die bezüglichen Gegenseiten, so erhält man 
sechs Funkte, die auf demselben Kegelschnitte liegen. 

So sind zum Beispiel die Mitten der drei Seiten eines Drei- 
ecks und die Pusspunkte der drei Höben desselben sechs Punkte 
eines Kegelschnittes *). 

") Dieser Kegelschnitt ist ein Kreis. Sieke Steiner, Bd. XIS der 
Annalea de M9tli^matic[nes (Montpellier, 1828), S. 43. Ges. Werke, 8. JfiS. 
L, Cremona, Elem. d. project. Geometrie. 19 
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247. Aufgabe. Einen Kegelschnitt au consti-uiren, 
der durch drei gegebene Punkte A, B, C geht und in Be- 
zug aui welchen die conjugirten Punkte einer auf einer 
Geraden w gegebenen lovolution reciproke Punkte sind 
(Bg. 197). 

Die Geraden AB und AC treiben m in D und E. Die diesen 
zugeordneten Punkte in der gegebenen Invokition seien D' und 
E'. Der von D durch A und B harmonisch getrennte Punkt 

Fig. 197. 




sei D"; ebenso sei E" der von E durch A und G harmonisoli 
getrennte Punkt. Dann ist der Punltt D sowohl au D' als ku 
D" reciprok, die Gerade D'D" wird also die Polare, au D sein; 
ebenso wird E'E" die Polare von E sein. 

Ziehen wir die Geraden B E und D bis zu ihren bezüg- 
lichen Durchschnitten mit E'E" und D'D" in E^ und D,,; der 
erste dieser Punkte wird reciprok zu E, der zweite reciprok zu 
D sein. Construirt man dann die Punkte B' und C so, dass die 
Gruppen BB'EEq und OO'DD^ harmonisoli sind, so werden 
sie der verlangten Ourve angehören. 

In der Figur sind die Paare FE' und GG' diejenigen Punkte, 
welche auf w die gegebene Involution reciproker Punkte bestimmen. 

248. Aufgabe. Den Kegelschnitt zu conatruiren, wel- 
cher durch vier gegebene Punkte Q, R, 8 und T geht und 
eine gegebene Strecke MK harmonisch theilt (Fig. 198). 

Die Gerade MW schneidet die Paare der Gegenseiten des 
Vierecks QRST in A und A', B und B'. Trifft der gesuchte 
Kegelschnitt MK in zwei Punkten, so werden diese ein Paar der 
durch AA' und BB' bestimmten Involution bilden (143). Wenn 
folglich die Involution, deren Doppelpunkte M und N sind und 
die durch die Paare AÄ' und B B' bestimmte Involution ein ge- 
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5 Paar P P' haben, so wircl der gesachte Kegelschnitt 
durch jeden der Punkte P uad P' gehen (96, 164). 

Um diese Punkts zu construiren, heschreiben wir einen he- 
hebigen Kreis (164) und projiciren aiiB einem seiner Punkte 
die Punkte A, A', B, B', M, N" in A,, A,', B,, B/, M,, Ni auf 
der Peripherie. Ist V der Schnittpunkt der Geraden A| A|' und 
BjBj' und U der Schnittpunkt der Tangenten in M, und Nj , so 




bestimmen die durch U und V gehenden Geraden auf der Peri- 
pherie und folglich (mit Hülfe der aus gemachten Projeotionen) 
auf der Geraden MW die Paare der eonjugirten Punkte in der 
einen und der anderen Involution. Trifft die Gerade U V den 
Kreis in zwei Punkten P, P,', ao hat man sie nur aus zu pvo- 
jiciren, um die gesuchten Punkte P und P' au erhalten. 

Der Pol von UV in Bezug auf den Kreis sei W. Jede 
durch W gehende und den Kreis schneidende Gerade hestimmt 
auf diesem und folglieh auch auf M N zwei durch P und P' har- 
monisch getrennte und darum in Beaug auf den gesuchten Kegel- 
schnitt reoiproke Punkte. Schneidet also U V den Kreis nicht, 
d. h. kann man die Punkte P und P' nicht construiren, so wer- 
den wir durch W zwei Geraden ziehen, welche den Kreis schnei- 
den; wir projiciren dann aus dem Punkte die Schnittpunkte 
auf die Gerade MN; so werden wir zwei Punktenpaare bekom- 
men, welche die Involution der in Bezug auf den Kegelschnitt 
reciproken Punkte bestimmen. Die Aufgabe wird so auf diejenige 
zurückgeführt, welche wir in der vorhergehenden Nummer be- 
handelt haben. 
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249. Aufgabe. Den Kegelschnitt zu construii-eu, der 
durch vier gegebene Punkte Q, E,, 8 und T und durch 
zwei conjugirte (nicht gegebene) Punkte einer auf einer 
Geraden u gegebenen Involution geht. 

Diese Aufgabe ist der vorigen analog; denn ea handelt sich 
darum, dasjenige Paar conjugirfcer Punkte au oonstruiren, welches 
der gegebenen Involution und auch derjenigen Involution gemein- 
sam iat, welche auf m durch die Paare der Gegenseiten des Vier- 
ecks QEST (143) bestimmt -wird. Das gesuchte Paar ist wirk- 
lich vorhanden, wenn die gegebene Involution keine Doppelpunkte 
hat und die Punkte, welche es bilden, gehören dem gesuchten 
Kegelschnitte an. Hat die gegebene Involution zwei Doppelpunkte 
M und N, so fällt unsere Aufgabe ganz mit derjenigen von Wr. 248 
zusammen. 

Diese sowie die zwei vorhergehenden Aufgaben lassen offen- 
bar nur eine Lösung au. 

250. Betrachten wir eine Hyperbel init reclitwinkligen 
Asymptoten (Fig. 199). Da die Asymptoten allgemein zwei be- 
liebige conjugirte Durchmesser barmoniach trennen (225), so 
werden liier die Winkel der conjugirten Durchmesser durch 
die Asymptoten halbirt (53); zwei conjugirte Halbmesser sind 




aber die Seiten eines Parallelogramms, dessen Diagonalen 
die Eichtuag der Asymptoten haben (244); dieses Parallelo- 
gramm wird also hier ein Rhombus sein; mit andern Wor- 
ten: conjugirte Durchmesser sind gleich lang. Wegen 



y Google 



i 53. FolgerUTigeii und Consti-iicüüiien. 293 

dieser Eigenschaft nennt man solche Hyperbeln gleich- 
seitig *). 

I. Da die von einem beliebigen Punkte M der Cui've nach 
den Endpunkten P und P' eines Durchmessers gezogenen Ge- 
raden die Richtungen Yon zwei conjugirten Durchmesser« 
haben (215), so sind die Winkel, welche die Geraden PM 
und P'M mit jeder Asymptote bilden, gleich und entgegen- 
gesetzt. Bleiben die Punkte P und P' fest, während der 
Punkt M die Curve durchläuft, so beschreiben die Strahlen 
PM und P'M zwei entgegengesetzt-gleiche Büschel (80). 

II. Umgekehrt schneiden sich die entsprechenden Strah- 
len von zwei entgegengesetzt -gleichen Büscheln in Punkten, 
deren Ort eine gleichseitige Hyperbel ist. Dieser Ort ist ein 
Kegelschnitt, da die beiden Büschel projectivisch sind (78). 
Diese beiden Büschel haben je zwei rechtwinklige Strahlen, 
welche beziehungsweise den entsprechenden Strahlen des an- 
dern Büschels parallel sind (80); der Kegelschnitt hat also 
zwei unendlich ferne Punkte, welche auf zwei senkrechten 
Richtungen liegen, folglich ist er eine gleichseitige Hyperbel. 
Die Mittelpunkte P und P' der beiden Büschel sind die End- 
punkte eines Durchmessers; denn die Tangente p in P ist 
derjenige Strahl, welcher der Geraden P'P, als Strahl p' des 
zweiten Büschels angesehen , entspricht und die Tangente g' 
in P' entspricht P P', als ein Strahl q des ersten Büschels an- 
gesehen (114), die "Winkel pq und p' q' müssen aber gleich 
und entgegengesetzt sein; also müssen die Tangenten p und 
q' parallel sein, da p' und q zusammenfallen. 

III. Die Eckpunkte eines Dreiecks ABC und sein 
Höhendurchschnitt D sind die Eckpunkte eines vollständigen 
Vierecks ABCD, in welchem jede Seite auf der gegenüber- 
liegenden senkrecht steht und dessen sechs Seiten auf der 
unendlich fernen Geraden drei Punktenpaare bestimmen, die 
aus einem beliebigen Centrum S durch drei Paare rechtwink- 
liger Geraden projicirt werden. Diese drei Paare gehören 

'*) ApolloBins, Inc, eit., lib. VII, S. 21. - De ia Hii-e, loc. 
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also einer Involution an, in welcher jeder Strahl auf äeiuem 
conjugirten senkrecht steht (101 links, 95, 163), 

Dieser involutorische Büschel projicirt aber, nach dem 
Lehrsatze von Desargues (143), aus S die Involution der 
Punkte, welche auf der unendlich fernen Geraden durch die 
Paare der Gegenseiten des Vierecks und durch die unischrie- 
benen Kegelschnitte (Hyperbeln) *) bezeichnet werden. Also 
geben die Paare der conjugirten Strahlen der ersten Invo- 
lution die Eichtnngen der Asymptoten dieser Kegelschnitte; 
oder: 

Alle Kegelschnitte, welche durch die Eckpunkte 
und den HÖhendurchschnitt eines Dreiecks gehen, 
sind gleichseitige Hyperbeln. 

IV. Lässt man, umgekehrt, eine gleichseitige Hyperbel 
durch die Eckpunkte A, E, eines Dreiecks gehen, so muss 
sie auch durch seinen Höhendurchschnitt D gehen. Stellen 
wir uns nämlich eine andere Hyperbel vor, die (125) durch 
die vier Punkte A, B, C, D und durch einen unendlich fernen 
Punkt der gegebenen Hyperbel bestimmt ist, so muss sie ver- 
möge des vorhergehenden Lehrsatzes gleichseitig sein, folglich 
wird sie durch den zweiten unendlich fernen Punkt der ge- 
gebenen Curve gehen. So haben denn die beiden Hyperbeln 
fünf gemeinsame Punkte (A, B, C und zwei unendlich ferne 
Punkte), folglich fallen sie zusammen; was zu beweisen war. 
Oder: 

In jedem einer gleichseitigen Hyperbel einge- 
schriebenen Dreieck liegt der Höhendurchschnitt 
auf der Curve. 

V. Kommt der Punkt D dem Punkte Ä unendlich nahe, 
d. h. wird der Winkel BAC ein rechter, so haben wir: 

In jedem rechtwinkligen Dreieck EFG (Fig. 199), 
das einer gleichseitigen Hyperbel eingeschrieben 
wird, steht die Tangente im Scheitel E des rechten 
"Winkels auf der Hypotenuse senkrecht. 

") Es gibt keine Ellipse und keine Parabel , die dem fraglichen 
Viereck umschrieben ist (Nr, nü). 
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VI. Durch vier beliebig gegebene Punkte Q, R, S imd 
T geht eine einzige gleichseitige Hyperbel (249), Der Höhen- 
durchsclinitt eines jedeö der Dreiecke QRS, EST, STQ 
und Q R T gehört der Curve an *). 

251. Nehmen wir an, ein Kegelschnitt, ein Punkt 8 nnd 
seine Polare s seien gegeben. Eine durch S gehende Gerade treffe 
den Kegelschnitt in A und A'. "Will man die collineare Figur 
dea gegebenen Kegelschnittes constviiiren (19), indem man S als 
Centrum, s als Axe der Oollineation und A' als entsprechenden 
Punkt voo A nimmt, so wird jeder andere Punkt B', der einem 
Punkte B des Kegelschnitts entspricht, auch auf demselben Kegel- 
schnitte liegen. Dean trifft A B die Ase s in P, eo ist der Schnitt- 
punkt B' von S B und A'P ebenfalls ein Punkt der Curve (186). 
Die collineare Curve des gegebenen Kegelschnittes wird also der 
Kegelschnitt selbst sein. Zwei entsprechende Pimkte (oder Ge- 
raden) sind durch S und s harmonisch getrennt^'). 

Fig. 20O. 




Der unendlich fernen Geraden wird also die Gerade j ent- 
sprechen, die parallel 3 und von S und s gleich weit entfernt ist; 

"") Lelirsätze von Brianchon und Ponoelet, aiisgesprocUen in 
einer Arbeit in Band XI der Annales de Math^matiijQes (lloiitpe liier, 
1831) und wiederholt in Bd. I, 8. 504 der Applications d'Analyse et de 
G^om^trie von Poncelet (Paris, 1864}. 

"1) Man nennt diese Eigenschaft die harmoDische Collineation, Siehe 
Bella-vitis, Ssggio di Geometria derivata (Bd. VI der Nuo-vi Saggi der 
Akademie von Padiis, 1838) § 50. 
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die Sohnittpnokte von j imd clem Kegelschnitt werden den un- 
endlich fernen Punkten desselben Kegelschnittes entsprechen. 

Man zieht daraus ein sehr einfaches Verfahren, um zu er- 
kennen, ob ein gegebener Bogen eines Kegelschnittes, so 
klein er auch sein mag, einer Ellipse, einer Parahel oder 
emei H; perbel angehöre. Wir ziehen eine Sehne s des Bogens 
und oongtniiren ihren Pol S; dann ziehen wir die GeradeJ parallel 
s und gleich weit ■; on S und s entfernt. Schneidet j den Bogen 
Eicht tu gehört er einer Ellipse an (Fig. 200 a); berührt j den 
Bogfn in einem Punkte J, so gehört er einer Parabel an, von 
welchei &J em Durchmesser sein wird (Kg, 200b); schneidet 
endlich j den Btgen in awei Punkten Jj und Jj (Fig. 200 c), so 
ist lie Ourie eine Hyperbel, deren Asymptoten SJ, und S Jj 
1 arallei ■^ind *) 

262 Aufgabe. Die Lage [nicht aber die Grösse) 
zweier conjugirten Durchmesser und eine Tangente mit 
ihrem Berührungspunkt sind gegeben; man soll die 
Cnrve construiren (Pig. 201). 

"Wir nehmen an, die Tangente ti'effe in P und Q die gege- 
benen Durchmesser, deren Schnittpunkt ist. Projicireu wir 
mit Hülfe einer Parallelen zu Q den Berührungspunkt M nach 
P' auf OP; ebenso mit Hülfe einer Parallelen zu P nach Q' 



auf Q. Jeder Punkt von P ist der Pol einer Parallelen zu 
OQ; zudem sind P und M reciproke Punkte, denn die Polare 
von M, das ist die Tangente selbst, geht durch P; also ist M P' 
die Polare von P; folglich sind auch P und P' reciproke Punkte. 
Wählen wir jetzt die Punkte A und A' so, dass A = OA' 
gleich der mittleren Proportionalen zwischen P und P' ist, 
so wird A A' die Länge des Durchmessers in der Richtung von 
P sein (218). Ebenso wird man die Länge B B' des andern 

") Poncelöt, loc. cit.. Kr. 225 und 226. 
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DarcLmesaers finden, indem man OB = OB' gleich der mittle- 
ren Proportionalen zwischen Q und Q' macht. 

Fallen die Punkte P und P' auf dieselbe Seite des Punktes 
0, so hat die Involution der reciproken Punkte zwei Doppel- 
punkt© A und A' (98), d. h. der Durcbmeaser P schneidet die 
Curve. Liegt dagegen zwischen P und P', so bat die Invo- 
lution keine Doppelpunkte und der Durchmesser schneidet die 
Curve nicht. In diesem Palle sind A und A' zwei reciproke 
Punkte in gleichen Abständen von 0, Die Pigur veranschaulicht 
zwei Fälle: den der Ellipse (a) und den der Hyperbel (b). 

253. Aufgabe. Ein Punkt M und zwei Paare couju- 
girter Durchmesser a und a', b und h' sind der Lage 
nach gegeben; man soll den Kegelschnitt conatruiren. 

Erste AuflÖsuDg {Fig. 202). Wir ziehen durch M zu 
iedem Di^rehmesser eine parallele Sehne, deren Mitte auf den oon- 




jugirten Durchmesser fallen wird. Die zweiten Endpunkte A, 
A', B, B' der vier so erhaltenen Sehnen werden vier Punkte des 
gesuchten Kegelschnittes sein. 

Zweite Auflösung (Fig. 203). Bezeichnen wir den Durch- 
messer MOM' mit- c und construiren den conjugirten Strahl c' in 
FiB, S03, 




der durch die Paare aa' und bh' bestimmten Involution, so wird 
t' der c zugeordnete Durchmesser sein (225), Durch M und M' 
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ziehen wir parallel au a und «' die Geraden MP und M'P', 
welche c' ia P und P' treffen und sich in einem Punkte der 
Curve schneiden (216). Die Punkte P und P' sind reciprok (244); 
nimmt man also auf c' awei andere Punkte Q und Q', die sich 
in der durch das Paar PP' und den Centralpunkt bestimmten 
Involution entsprechen, so werden sich MQ und M' Q' in einem 
Punkte der Curve schneiden. Machen wir dann auf c', 01^ = 
ON' := der mittleren Proportionalen zwischen OP und OP', so 
werden N und W die Endpunkte des Durchmessers c' sein (218). 
Dritte Auflösung. Durch die Endpunkte M und M' des 
durch den gegebenen Punkt gehenden Durchmessers ziehen wir 
die Parallelen zu a und a'; sie werden sich in einem Punkte A 
der Curve schneiden ; durch dieselben Punkte ziehen wir die 
Parallelen an b und &'; sie werden sich in einem andern Punkte 
B derselben Curve schneiden (216). Verlängern wir Ä und 
EO bis zu A' und B', so dass A' = A und OB' = BO 
wird, 80 werden A' und B' ebenfalls Punkte des gesuchten Kegel- 
schnittes sein (210). 

254. Aufgabe. Den Kegelschnitt zu consfcruiren, von 
welchem man die Lage von zwei Paaren conjngirter 
Durchmesser aa' und b b' und eine Tangente ! kennt. 

Erste Auflösung. Wir ziehen die Tangente (' parallel t 
und gleich weit vom Centrum 0, verbinden die Schnittpunkte 
von ( und t' mit a and a'] so erhalten wir awei andere parallele 
Tangenten u und u' (216); man wird noch zwei weitere Tan- 
genten V und v' erhalten, indem man die Schnittpunkte von t 
und l' mit h und &' mit einander verbindet {Fig. 204). 

Zweite Auflösung. Die conjugirten Durehmesser a und 
a\ b und 6' treffen ( in den Punkten A und A', B und B'. Die 

Fig. 304, 



^:^X 



Punktenpaare AA', B B' bestimmen eine Involution, deren Cen- 
tralpunkt der Berührungspunkt von ( ist (244). Die Aufgabe 
wird so auf eine schon gelöste zurückgeführt (252). Hat die In- 
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Yolution Doppelpunkte, so wivä man die Asymptoten erlialteii, 
indem man diese Punkte mit verbindet. 

255. Aufgabe. Den Kegelschnitt au construiren, von 
welchem zwei conjugirte Durchmesser a und a' (der Lage 
nach) und zwei Punkte M und N gegeben sind (Fig. 205). 

Auflösung, Die aweiten Endpunkte der dnrch die gege- 
benen Punkte M und ISI gehenden Durchmesser mögen M' und 



W sein, Wir ziehen durch M und M' die Geraden MH und 
M'H parallel zu a und a'] ebenso durch N und N' die Geraden 
NK und N'E parallel zu a und a'. Die Punkte H und K werden 
der zu construirenden Curve angehören. 

Aufgabe. Den Kegelschnitt zu construiren, von wel- 
chem zwei conjugirte Durohmessei- b und b' (der Lage 
nach) und zwei Tangenten m und n gegeben sind (Fig. 206). 

Auflösung. Wir ziehen die Tangenten m' parallel wi und 
in gleichen Entfernungen vom Mittelpunkt 0, ver- 




binden die Schnittpunkte von m und m' mit a und a' durch die 
Geraden ( und (', ebenso die Schnittpunkte von n und n' mit « 
und a' durch m und u'; so sind diese vier Geraden (, f', m, m' 
Tangenten an den gesuchten Kegelschnitt (216), 

256. Aufgabe, Fünf Punkte eines Kegelschnitte.^ 
sind gegeben; man soll zwei conjugirte Durchmesser 
construiren, die einen gegebenen Winkel bilden -), 



y Google 



gQO Elemente der projedivisclieii Geometrie. 

Suchen wir zuerst einen Dnrchmesaer AA' des Kegelschnit- 
tes (2lS), beschreiben dann über diesem Durchmesser ein Kreis- 
segment, das den gegebenen Winkel fasst und suchen die wei- 
teren Schnittpunkte dieses Kreises mit der Cnrve (176, II). Ist 
M einer dieser Punkte, so werden AM und Ä'M die Richtungen 
von zwei conjugirten Durchmessern haben. Der Winkel A M A' 
ist dem gegebenen Winkel gleich; zieht man also zwei Durch- 
messer parallel AM und A'M, so ist die Aufgabe gelöst. 

Ist das Kreissegment ein Halbkreis, so gibt diese Construc- 
tion die Axen. 

257. Aufgabe. Deu Kegelschnitt zu construiren, iß 
Bezug auf welchen ein Dreieck E]?G ein Poldreieck und 
ein gegebener Punkt P der Pol einer gegebenen G-e- 
raden j> ist *). 

Atiflösung. Die Gerade j) treffe FG in einem Punkt A; 
die Polare von A wird durch E den Pol von P G und durch P, 
den Pol von -p gehen; diese Gerade wird also EP sein. Ebenso 
werden PP und GP die Polaren der Punkte B und C sein^ in 
welchen p von GE uad EF geschnitten wird. A' sei der Schnitt- 
punkt von PÖ und EP; dann sind PG und AA' zwei Paare 
veciproker Punkte und wenn die Involution, welche sie bestim- 
men, zwei Doppelpunkte L und L[ hat, so werden diese Punkte 
der verlangten Curve angehören (220). Dieselbe Operation kann 
auf den beiden andern Seiten des Dreiecks EPG wiederholt werden, 

Ist der Punkt P innerhalb des Dreiecks EPG, so liegen die 
Punkte A', B', 0' auf den begrenzten Seiten EG, GE, EP »i) 
Die Gerade p kann zwei Seiten schneiden oder ganz ausserhalb 
des Dreiecks sein. Im ersten Palle haben beide Involutionen der 
beiden geschnittenen Seiten ihre Doppelpunkte (98); so erbalten 
wir vier Punkte der gesuchten Curve und die Aufgabe wird auf 
jene zurückgeführt, einen Kegelschnitt zu zeichnen, der durch 
vier gegebene Punkte geht und in Bezug auf welchen zwei an- 
dere gegebene Punkte reeiprok sind (248). Im zweiten Eall tren- 
nen sicii die beiden Paare der reciproken Punkte auf jeder Seite 
des Dreiecks EPG und die Involutionen haben keine Doppel- 

^) Staudt, Geometrie der Lage, Hr. '28T. 

^1) Wir sagen hier, ein Punkt A' liege auf der Seite FG des Drei- 
ecks, wenn er zwischen F und liegt, eine Gerade schneide eine Seite 
FG, wenn ihr Sohnittpnnkt mit FG zwischen F und G fällt. 
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punkte (98); in diesem Falle trifft der Kegelsctmitt keine Seite 
des Poldreiecks; er esistirt also iiiolit (195). 

Ist der Punkt P aasaerhalb des Dreiecks, so liegt nur einer 
der drei Punkte A', B', C anf der entaprecheaden Seite. Wer- 
den die beiden andern Seiten von jj geschnitten, so hat keine 
Involution Doppelpunkte und der Kegelschnitt existirt nicht. 
Schneidet dagegen p die erste Seite oder ist die Gerade j) ganz 
ausserhalb des Dreiecks, so gibt es wirklich einen Kegelschnitt, 
den man, wie oben, conatrniren kann. 

In allen Fällen, d. h. sei der Kegelschnitt reell oder nicht, ist 
das Polarsystem vorhanden (2S8). Dasselbe ist durch das Pol- 
dreieck EFG-, den Punkt P und die Gerade p bestimmt. Die Auf- 
gabe, dieses System bu construiren, ist linear, während die Oonstruo- 
tion der Fundamental - Cur ve eine Aufgabe des zweiten Grades ist. 

2b8. Aufgabe, Ein Fünfeck ABGDE ist gegeben; 
man soll den Kegelschnitt zeichnen, in Bezug auf wel- 
chen jeder Eckpunkt der Pol der gegenüberliegenden 
Seite wird *}. 

Auflösung. Der Schnittpunkt von AB und CD sei F, 
Oonstruirt man (257) den Kegelschnitt K, in Bezug auf welchen 
ADF ein Poldreieck und E der Pol von BC ist, so werden die 
Punkte B und 0, in welchen BO von AF und DF geschnitten 
wird, die Pole der Geraden ED und EA sein, welche den Punkt 
E mit den Punkten D und A verbiaden. Es wird also jeder 
Eckpunkt des Fünfecks der Pol der gegenüber Hegenden Seite 
oder der Kegelschnitt M. wird die verlangte Gurve sein. 

Constrdrt man den Kegelschnitt C, welcher durch die fünf 
Eckpunkte geht und den Kegelschnitt C, welcher die fünf Seiten 
des Fünfecks berührt (116), so werden diese Kegelschnitte in 
Bezug auf K reciprok-polai- sein (232). 

2&9. Aufgabe. Fünf Punkte A, B, C, D, E (von denen 
keine drei in derselben Geraden liegen) sind gegeben; 
man soll einen Punkt M der Art bestimmen, dass der Bü- 
schel M (A.B.O.D.E) zw einem gegebenen Büschel abcde 
projectivisch wird {Fig. 207). 

Ziehen wir durch D zwei Geraden D D' und D E' in der 
Weise, dass der Büschel D (A . B . . D' . E') zu abcde pro- 

") Staudt, loc. cit., Nr. 238, 258. 
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jectivisck wird (66 rechts), construiren den Punkt E', ia welchem 
DE' den durch die vier Punkte A, B, G, D und die Tangente 
DD' bestimmten Kegelschnitt trifft (128), bestimmen hieraiif 
den Punkt M, in welchem derselbe Kegelschnitt EE' schneidet. 
Der gesuchte Punkt wird M sein. Da nämlich M, A, B, C, 
D, E' Punkte desselben Kegelschnittes sind, so ist die Gruppe 

Fig. 297, 




Jl (A.B.CD.E') projectiviscb zu der Gruppe D (A.B. CD'. E'), 
welche nach Construction zu dem gegebenen Büschel ab c de 
projectiviscb ist; es geht aber ME' durch E, also ist die Auf- 
gabe gelöst. 

Die reciproke Aufgabe soll übungsweise gelöst werden. 

Diejenige Gerade m zu suchen, welche fünf gegebene Geraden 
a, 6, c, d, e, von denen nicht drei in demselben Punkt zusammen- 
laufen, in fünf Punkten trifft, die eine Gruppe bilden, welche 
zn einer Seihe 7on fünf gegebenen Punkten A, B, C, D, E pro- 
jectiviscb ist *■). 

260. Aufgabe. Einen Kreisbogen AB in drei gleiche 
Theile au theilen*»)- 

Auflösung. Nehmen wir auf der gegebenen KraisKnie 
(Kg. 208) von A aus einen beliebigen Bogen AN, dann von B 
aus in antgegengeaetztor Richtung den zweimal so grossen BW. 
Ziehen wir die Tangente BT, so sind die Winkel AON und 
T B N' gleich und entgegengesetzt. Verändern sich N und W 
gleichzeitig, so beschreiben die Strahlen ON und BN' zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Büschel; der Ort ihres Schnittpunktes M 
wird also eine gleichseitige Hyperbel sein (250), deren Asym- 
ptoten die Richtungen der Halbirungslinien SS und 8Y der von 

=') Staadt, loc, cit., Ni-. 2U3, 

"0 Staud t, Beiträge Nv, 432. — Chasres, Sectjons coniqiies 
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den Geradeii AO und BT gebildeten Winkel haben; denn diese 
Geraden sind entsprecbende Strahlen (Lagen der beweglichen 
Strahlen H" und B N', für welche die Bogen A N und B W 
gleich Null sind). Der Mittelpunkt der Hyperbel ist die Mitte 
der Geraden OB, welche die Oentren der Büschel verbindet. 




Nachdem man die Hyperbel mit Hülfe des Pascal' sehen 
Satzes construirt hat, erhält man einen Punkt P, in welchem sie 
den gegebenen Bogen AB schneidet; zwei entsprechende Punlcte 
N und W fallen in diesem Punkte zusammen, folglich ist P der- 
jenige Puökt, welcher von dem Bogen AB einen Drittel AP 
abschneidet. 

Die Hyperbel trifft die Kreislinie noeh in zwei andern Punk- 
ten B und Q. Der Punkt R ist der Theilpunkt desjenigen Bo- 
gens, welcher AB zum Halbkreis ergänzt. Der Pimltt Q ist der 
Theilpunkt desjenigen Bogens, welcher AB aur ganzen Kreislinie 



261. Wii- haben gesehen (U9), 
Q" (Kg. 209) vier gegebene Punkte ei 
wir durch P' und P" irgend einen E 
rnhrungssehne einer von Q' und eine: 
gente an den Kegelschnitt durch eine 

N' derjeaigen InvoUition geht, welche durch die Paare P'P" und 
Q' Q" bestimmt ist. Die beiden von Q' ausgehenden Tangenten 
combinirt mit den beiden von Q" ausgehenden geben vier Be- 
rühr ungs sehnen , von denen je zwei durch M' und W gelien. 



dass wenn 1", P", Q' und 
ner geraden Linie sind und 
Kegelschnitt legen, die Be- 
e von Q" ausgehenden Tan- 

1 der Doppelpunkte M' und 
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Hiei-aus leitet man ein Verfaliren ab, die Doppelpunkte der 
Involution I-" P", Q' Q" zu oonatruireo oder (98) awei Punkte M' 
tindN' au findea, welcke zwei gegebene Strecken P'P" und Q'Q" 
harmoniacli theüen. Beschreiben wir durch P' und P" einen 




Kreis und aiehen daran aus Q' die Tangenten (' und u', aus Q" 
die Tangenten (" und u". Die Berührungs sehne der Tangenten 
(' und (" und diejenige der Tangenten u' uad ii" treffen die Ge- 
rade P' P" in den beiden gesuchten Punkten M' und N'. 

Diese Construction wurde von Brianchon *} zur Lösung der 
beiden Aufgaben verwendet, welche wir in Nr. 171 behandelt 



1. Einen Kegelaohi 
i Punkte P, F, P" i 



i Tangenten q und g' ge- 



Die gegebenen Tangenten treffen P P' in Q und Q' und PP" 
in E, und E,'. Aus Q und Q' ziehen wir die Tangenten an den 
dui-ch PP'P" gelegten Kreis; die Beriihrungssehnen werden PP' 
in zwei Punkten M und N schneiden; aiehen wir ebenso die 
Tangenten durch R und It', so werden die Berührunge sehnen 
PP" in awei anderen Punkten M' und N' sehneiden. Dann wird 
jede der Geraden M N', NN', M'N, MM' die Tangenten q und 
q' in zwei Berührungspunkten dieser beiden Geraden und des um 
das Dreieck PP'P" beschriebenen Kegelschnittes treffen. 

Diese Construction unterscheidet aich von der in Nr. 171 
(links) gegebenen nur durcb das Verfahren, die Doppelpunkte 
MW, WW zu finden. 

2. Einen Kegelschnitt zu construiren, von welchem 
zwei Punkte P' und P" und drei Tangenten g, q\ q" ge- 
geben sind. 



") Brianchon 






, S. 47 lind ÖJ. 
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Die drei gegebenen Tangenten treffen P'P" in rlroi Puiiltten 
Q, Q', Q" (Fig- 209)- Atis den Punkten Q, Q', Q" ziehen wir 
die Tangenten an einen beliebigen durch P'P" gehenden Kreis; 
die Berührungssehnen der von Q" ausgehenden Tangenten eom- 
binirt mit den von Q ausgehenden treifen P'P" in zwei Punk- 
ten M und N und die Bei-ührungasehnen der von Q" ausgehen- 
den Tangenten, combinirt mit den von Q' ausgehenden, bestimmen 
ebenso zwei Punkte M' und N"'. 

Die Berühmngs sehne der Tangenten q und q" an den ge- 
suchten Kegelschnitt wird also durch M oder N und die Berüh- 
rungasehne der Tangenten (f und q" durch M' oder N' gehen. 
Die vier Oombinationen M M', M N', W H', N W geben die vier 
Auflösungen der Aufgabe. 

Die Aufgabe ist also auf die folgende zur üclt geführt; einen 
Kegelschnitt zu beschreiben, der drei gegebene Geraden q, q', q', 
in der Weise berührt, dass die Berührungs sehnen der Tangenten 
q q'\ q' q" beziehungsweise durch awei gegebene Punkte M und 
M' gehen. Bezeichnen wir mit QQ'Q" das von den drei gege- 
benen Tangenten gebildete Dreieck und mit A, A', A" die zu 
bestimmenden Berührungspunkte {Fig. 210). Nach einer Folge- 
rung aus dem Lehrsatze von Dnsargucs {352) wird die Seite 




q 5E^ Q'Q" durch den Berührungspunkt A und die Sehne A' A" 
harmonisch getheilt. "Werden diese vier harmonischen Punkte 
aus A" auf MQ" projioirt, so folgt dai-aus, dass der zwischen 
q' und q" liegende Abschnitt E,Q" (von MQ") diirch M und die 
Gerade Ä'A" harmonisch getheilt wird. 

Ziehen wir also MQ": diese Gerade wird q" in R schnei- 
den; bestimmen wir den Punkt V, welcher mit M die Strecke 
RQ" harmonisch tbeilt. Zu diesem Zwecke ziehen wir durch M 
eine beliebige Gerade, welche (/" und q' in S und T schneiden 
wird und verbinden den Punkt Q mit dem Schnittpunkt V der 
L Cremona, Eiern, d. projeot, Gpometrie. 20 
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Geraden S Q" und TE; diese Linie wird RQ" in V treffen. 
Ziehen wir jetzt VM'; diese Gerade wird if und 5" in Ä' und 
A" treffen und M A" endlich wird Q' Q" in A sclineiden. 

262. Lelirsatz, Werden zwei Winkel von unveränderlicher 
Grösse AOS und AO'S so um ihre Scheitel gedreht, dasB der 
Sclinittpunkt 8 des einen Schenkelpaares auf einer festen Geraden 
« bleibt, so beschreibt der Sei littpunkt A der beiden andern 
Schenkel einen Kegelschnitt (Fig. 211). 

Der Beweis ergiht sich unmittelbar daraus, dass die von den 
beweglichen Strahlen OA und OS, OS und O'S, O'S und O'A 




eizeugten Büschel ptujectivisch &ind (36, 82J. Dieser Lehrsatz 
Tsuide vun Ne\iton untei dem harnen „Organische Beschreibung 
dei Kegel'fi.hnitte bekannt gemacht ■*). 

Dei btuduende wiid sich die Aufgabe stellen, aus diesem 
Lehrsatz ein Veitahien abzuleiten einen Kegelschnitt au 
schieiben dei duich Imf gegebene Punkte 0, C, A, B, j 
odei wenn diese fünf Punkte gegeben sind, die Grösse der bei- 
den Winkel AOS un 1 A b und die Gerade « der Art zi 
stimmen, dass der erzeugte Kegelschnitt durch die fünf gege- 
benen Punkte geht. 

Er kann auch übungsweise die folgenden Eigensohaften be- 



Beschreibt man über der Geraden 0', welche die Scheitel 
der beiden gegebenen Winkel verbindet, ein Kreissegment, das 
einen Winkel fasst, der gleich dem Unterschied von vier rechten 



, Buch I, Lern. XSI. 
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Wiakeln und der Summe der gogebenen Winkel ist, so wird der 
Kegelschnitt eine Hyperbel, eine Ellipse oder eine Parabel sein, 
je nachdem die Gerade u den Kreis schneidet, oder nicht suhneidet, 
oder ihn berührt. — Die Asymptoten der Hyperbel, die Axen 
der Parabel au beatimmen, 

"Wann ist der Kegelaclinitt ein Kreis? Wann ist er eine 
gleicliseitige Hyperbel? 

263. Leliraatz. Verändert sich ein Dreieck der Art, dass 
sich seine Seiten am drei gegebene Punkte 0, 0' und S drehen 
(Fig. 212), während zwei Eckpunkte A, Ä' zwei feste Geraden 




u und u' durchlaufen, so ist der Ort des dritten Eckpunktes M 
ein Kegelschnitt, welcher durch die Punkte und 0', durch den 
Punkt nti' und durch die Punkte B' und C geht, in welchen m 
und m' beziehungsweise von 0' S und OS geschnitten werden. 

Pig. ii3, 



VT 



(Der vorhergehende Lehrsatz ist ein beson- 
derer PaU des folgenden.) Verändert sieh ein Polygon dei- Art, 
dass sich seine Seiten um eben so viele feste Punkte 0^, 0^ 
O3,... drehen (Pig. 213), während seine Eckpunkte, bis auf 
einen, die festen Geraden «j , u^, «3,... durchlaufen, so beschreibt 
der letzte Eckpunkt einen Kegelschnitt; der Schnittpunkt von je 
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zwei [liclit aufeinander folgenden Seiten hat eljenfalls einen Kegel- 
schnitt zum geometrischen Ort *). 

Man öoU diesen Lehrsatz und seinen, con-elativen bewei- 

265. Lehrsatz. Sinei zwei Wiakel einem Kegelschnitt nm- 
achvielDen, so sind die vier Berilbrungspunkfce ihrer Schenkel und 
ihre Scheite! sechs Punkte eines Kegelschnittes, 

Man wird diesen Sata beweisen, indem man zeigt, dass die 
beiden Büschel, welche die vier ersten Punkte aus den Scheiteln 
der beiden Winkel projiciren, projeotiviach sind; zu diesem 
Zweck wü'd man beachten, dass die vier ersten Strahlen eine 
Gruppe bilden, welche hu der Gruppe ihrer Polo in Eeaug auf 
den gegebenen Kegelschnitt projectivisch ist. 

266. Lehrsatz (correlativ zu dem Vorhergehenden). Sind 
zwei Winkel einem Kegelschnitt umschrieben, so sind die vier 
Schenkel und die beiden Berti hrungesehnen sechs Tangenten 
desselben Kegelschnittes *^). 

Man hat nur au beweisen , dass die beiden Sehnen die vier 
anderen Geraden in zwei projectiviaehen Gruppen von Punkten 
schneiden; die erste Gruppe Ist projectivisch zu derjenigen, welche 
von den Polaren in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt ge- 
bildet wird. 

267. Aufgaben. I. Auf derselben Geraden sind drei Ab- 
sdinitte AA', EB', 0' gegeben; man soll einen Punkt suchen, 
von welchem aus man sie alle drei unter gleichen Winkeln sehen 
kana (83). 

Wann können diese Winkel rechte sein? (Siehe Nr. 98, II.) 
n. 2wei aufeinander liegende, projectivische Punktreihen 
sind gegeben; mau soll einen Punkt suchen, der von einem ge- 
gebenen Punkt auf der Geraden durch die beiden nicht gegebe- 
nen entsprechend gemeinschaftlichen Punkte harmonisch getrennt 
wü'd «■!). 

«) Lehi'Ealz \oii Maülaufiii und Braikeiiiidge (Pliilüs. Trans. oL' 
London, 1735). 

"i) Poncelel, loc. eit., Nr. 50Q. 

"■J) Chasles, Seoticns coniques, Kr. 213, 214. 

''S) Cliaslee, Geom. sup., Nr. 269. 
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III. Zwei Panktenpaare einer Geraden sind gegeben: man 
soll auf dieser Geraden einen fünften Punkt der Art bestimmen, 
dasa das Product seiner Abstände von den Punkten des ersten 
Paares zu dem Produot seiner Abstände von den Punkten des 
zweiten Paares in einem gegebenen Verhältniss steht *). 

IV. Man soll durcli einen gegebenen Punkt eine Transver- 
sale ziehen, welche auf zwei gegebenen Geraden, von zwei ge- 
gebenen Punkten aus gemessen, zwei Abschnitt« bilde, deren 
Verhältniss oder Product gegeben ist*i), 

268. Lehrsatz, Nimmt man auf jeder Diagonale eines vüll- 
ötändigen Viereeits zwei Punkte, die sie harmonisch theiien, und 
liegen drei dieser sechs Punkte (auf jeder Diagonale einer) in 
gerader Linie, so sind auch die drei andern auf einer Gteradeii. 

Zusatz. Die drei Mittelpunkte der Diagonalen eines voll- 
ständigen Vierseits liegen in einer Geraden, 

269. Lehrsatz. Ist ein Dreieck ABC einem Kreis einge- 
schrieben und fällt man von einem Punkt des Umfanges auf 



die Seiten schiefe Geraden A', B', C unter gleichen Win- 
keln (von gleichem Sinne), so liegen die Fusspunkte A', B', C 
dieser Schiefen auf einer Geraden (Pig. 214). 

Wir ziehen durch die Geraden OA", OB", 0" parallel 
zu B C, OA, AB; man wird leicht beweisen, dass die Winkel 
AOA", BOB", 000" dieselbe Halbirungslinie haben; also haben 

') Aufgabe de sectione determinata Yon Apolloniua. Siehe Clia's- 
les, Geom. sup., Nr, 281 oder Diesterweg. 

»1) Aufgaben de sectione rationis und de sectione spatii 
von ApoUonius. Siehe CbasleB, G^om. flup-, Hr. 596 und 298 oder 
Diesterweg. 
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